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Semantische Baume

Eine klassische Beweistechnik

Semantische Baume
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Semantische Baume

Definition: Semantischer Baum

Gegeben:
(po, Py - - .) beliebige Aufzahlung einer aussagenl. Signatur X

Ein semantischer Baum uber X ist markierter, binarer Baum mit:

Logik fur Informatiker, SS 06 - p.3



Semantische Baume

Definition: Semantischer Baum

Gegeben:
(po, Py - - .) beliebige Aufzahlung einer aussagenl. Signatur X

Ein semantischer Baum uber X ist markierter, binarer Baum mit:

1. Wurzel ist unmarkiert

2. Nachfolgerknoten der Wurzel mit py und —p, markiert

3. Ist Knoten mit p; oder —p; markiert,
sind Nachfolgerknoten mit p;;; und —p;; 1 markiert
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Semantische Baume

Definition: Semantischer Baum

Gegeben:
(po, Py - - .) beliebige Aufzahlung einer aussagenl. Signatur X

Ein semantischer Baum uber X ist markierter, binarer Baum mit:

1. Wurzel ist unmarkiert

2. Nachfolgerknoten der Wurzel mit py und —p, markiert

3. Ist Knoten mit p; oder —p; markiert,
sind Nachfolgerknoten mit p;;; und —p;; 1 markiert

Semantische Baume reprasentieren alle moglichen Y-Interpretationen
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Semantische Baume

Beispiel

X = {p,q,r,s}
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Semantische Baume

Beispiel

X = {p,q,r,s}
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Semantische Baume

Definition: Widerlegungsmenge

Widerlegungsmenge eines Knotens v eines semantischen Baums:

Alle Markierungen oberhalb und einschlieBlich von v
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Semantische Baume

Definition: Widerlegungsmenge

Widerlegungsmenge eines Knotens v eines semantischen Baums:

Alle Markierungen oberhalb und einschlieBlich von v

Definition: Fehlschlagsknoten

Eine Klausel C schlagt fehl bei v, falls fur alle Literale L € C
Markierung L in Widerlegungsmenge von v
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Semantische Baume

Definition: Inferenzknoten

Ein Inferenzknoten ist ein Knoten, dessen beide Nachfolger
Fehlschlagsknoten sind.
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Semantische Baume

Definition: Inferenzknoten

Ein Inferenzknoten ist ein Knoten, dessen beide Nachfolger
Fehlschlagsknoten sind.

Definition: geschlossener semantischer Baum

Ein semantischer Baum ist geschlossen fur S, falls
jeder Pfad Fehlschlagsknoten fur S enthalt
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Semantische Baume

Beispiel

)
S

{p,q;1,s}
{{r}; {r;—psats {sy~q};{—~q,—-s}, {—g,—r}, {-1q}}
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Semantische Baume

Beispiel

Y = A{p,q,1s}
§ = {{P}, {1’, X q}a {57_'6]}7{_"’]?_'5}9 {_'qa_‘r}a {—11’, 0]}}
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Semantische Baume

oemercon ]

Die Pfade ohne Fehlschlagsknoten reprasentieren die Modelle von $

Lemma

Ist Klauselmenge $ uber X unerfullbar,

so ist jeder semantische Baum uber X geschlossen flr $
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Semantische Baume

Beweis

Annahme: Es gibt semantischen Baum, der nicht fur S geschlossen ist
Sei 7 beliebiger Pfad ohne Fehlschlagsknoten flr S

Jedes p € X genau einmal entweder positiv oder negativ
unter den Markierungen M von 7

M induziert Modell I von S vermittels

y

W peM
I(p) = <

F sonst
\

Widerspruch zur Unerfullbarkeit
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Semantische Baume

Theorem (Volistandigkeit aussagenlogischer Rosolution)

Ist S eine unerfilillbare AL Klauselmenge,

danngilt SFr4 O
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Semantische Baume

(Alternativer) Beweis mit semantischen Baumen

Sei ST geschlossener semantischer Baum flir S nach Lemma

Jeder geschlossene semantische Baum hat Inferenzknoten

Sei v ein Inferenzknoten maximaler Tiefe in ST

Nachfolger von v sind Fehlschlagsknoten; seien mit p und —p markiert
C,D € S die Klauseln, die bei Nachfolgern von v fehlschlagen
C={-p}uC’und D= {p}luD’

C und D resolvierenzu E=C’' U D’

E schilagt bei v fehl, da Komplemente aller Literale in C U D auBer
p und —p schon in Widerlegungsmenge von v

S U {E} hat geschlossenen semantischen Baum mit weniger
Fehlschlagsknoten als ST
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Semantische Baume

(Alternativer) Beweis mit semantischen Baumen (Forts.)

Geschlossener semantischer Baum hat endlich viele
Fehlschlagsknoten

Also erreicht man nach endlich vielen Schritten eine Klauselmenge
mit einzigem Fehlschlagsknoten Wurzel

Nur O kann fuar diesen semantischen Baum fehlschlagen

Also O in dieser Klauselmenge enthalten
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Semantische Baume

e Beweis ist konstruktiv
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Semantische Baume

e Beweis ist konstruktiv

e Resolutionsableitung aus Beweis aber i.a. nicht der kurzeste
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Semantische Baume

e Beweis ist konstruktiv
e Resolutionsableitung aus Beweis aber i.a. nicht der kurzeste

e Lange abhangig von gewahlter Ordnung auf X
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Semantische Baume

e Beweis ist konstruktiv
e Resolutionsableitung aus Beweis aber i.a. nicht der kurzeste
e Lange abhangig von gewahlter Ordnung auf X

e Kann sogar exponentiell langer werden als bei guinstiger Ordnung
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Herbrand-Modelle

Ab jetzt wieder Pradikatenlogik ...
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Herbrand-Modelle

Ab jetzt wieder Pradikatenlogik ...

Es gibt mindestens einen variablenfreien Term, d.h.
es gibt mindestens eine Konstante
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Herbrand-Modelle

Ab jetzt wieder Pradikatenlogik ...

Es gibt mindestens einen variablenfreien Term, d.h.
es gibt mindestens eine Konstante

Definition: Herbrand-Modell

Modeli
M= U,I) mit

» U die Menge aller Grundterme (variablenfreie Terme)
© I(f)(tl, oo tn) — f(tl, ) tn)

fur alle Funktionssymbole f, Grundterme #q,...,%,  togifirnomaiker, 5506 -p.14



Herbrand-Modelle

Fur feste Signatur sind alle Herbrand-Modelle gleich

bis auf Interpretation der Pradikate
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Herbrand-Modelle

Theorom

Jede erfullbare Klauselmenge hat ein Herbrand-Modell
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Herbrand-Modelle

Theoom

Jede erfullbare Klauselmenge hat ein Herbrand-Modell

Zum Beweis

Konstruiere aus beliebigem Modell ein Herbrand-Modell vermittels

I*(p)(®) = I(p)I(1))
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Pradikatenlogische semantische Baume

Definition: pradikatenlogischer Semantischer Baum

Semantischer Baum fur pradikatenlogische Signatur X ist
(aussangenlogischer) semantischer Baum uber

> a1 = Menge aller Grund-Atome uber X
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Pradikatenlogische semantische Baume

Definition: pradikatenlogischer Semantischer Baum

Semantischer Baum fur pradikatenlogische Signatur X ist
(aussangenlogischer) semantischer Baum uber

> a1 = Menge aller Grund-Atome uber X

Definition: Fehlschlagsknoten (pradikatenlogisch)

Eine pradikatenlogische Klausel C schlagt fehl bei v,
falls es eine Grundinstanz von C gibt,

die (aussagenlogisch) bei v fehlschlagt
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Pradikatenlogische semantische Baume

Auch dann gilt immer noch
(Beweis wie in der aussagenlogischen Variante):

Lemma

Ist Klauselmenge $ uber X unerfullbar,

so ist jeder semantische Baum uber X geschlossen flr S
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Pradikatenlogische semantische Baume

Lemma

Ein geschlossener semantischer Baum hat einen endlichen

geschlossenen Teilbaum
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Pradikatenlogische semantische Baume

Lemma
Ein geschlossener semantischer Baum hat einen endlichen

geschlossenen Teilbaum

Beweis:

Mit Konigs Lemma:

Jeder endlich verzweigende Baum,
in dem jeder Ast endliche Lange hat,
ist endlich.
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Satz von Herbrand

Aus den beiden Lemmas folgt:

Satz von Herbrand

Ist C eine unerfullbare (pradikatenlogische) Klauselmenge, dann

gibt es eine endliche Menge von Grund-Instanzen von Klauseln in C,
die unerfullbar ist.
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Satz von Herbrand

Aus den beiden Lemmas folgt:

Satz von Herbrand

Ist C eine unerfullbare (pradikatenlogische) Klauselmenge, dann

gibt es eine endliche Menge von Grund-Instanzen von Klauseln in C,
die unerfullbar ist.

\.
Konsequenzen

» Unerflullbarkeit kann in endlich vielen Schritten nachgewiesen werden
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\.
Konsequenzen
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» Volistandigkeit der pradikatenlogischen Resolution
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Satz von Herbrand

Aus den beiden Lemmas folgt:

Satz von Herbrand

Ist C eine unerfullbare (pradikatenlogische) Klauselmenge, dann

gibt es eine endliche Menge von Grund-Instanzen von Klauseln in C,
die unerfullbar ist.

\.
Konsequenzen

» Unerflullbarkeit kann in endlich vielen Schritten nachgewiesen werden
» Volistandigkeit der pradikatenlogischen Resolution

» Kompaktheitssatz fur die Pradikatenlogik
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Kompaktheitssatz

Theorem (Kompaktheitssatz)

Eine (unendliche) Menge pradikatenlogischer Formeln

ist genau dann erfullbar,

wenn jede ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist
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Kompaktheitssatz

Theorem (Kompaktheitssatz)

Eine (unendliche) Menge pradikatenlogischer Formeln
ist genau dann erfullbar,

wenn jede ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist

Korollar (beispielsweise)

In Pradikatenlogik ist nicht formalisierbar:

» Endlichkeit des (Modell-)Universums

# Transitiver Abschluss einer Relation
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Zusammenfassung: Der Satz von Herbrand

e Aussagenlogischer semantischer Baum
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