Lésungen zu den Aufgaben der Losungsblatter 1-4.

Losung zur Aufgabe 1

a)
53 4167 8]9 12
6 7 2|19 5|3 48
1 98|13 4 2|5 67
8 59176 114 2 3
4 2 618 5 3|7 9 1
/7171 319 2 418 |5 6
O 61|53 7|2 8 4
2 8 7141 916 3|5
34 5128 6|17 9

b)

Wir fiithren fiir jede Tellenposition (i, 7)des Sudoku und jede Zahl k zwischen 1 und 9 eine bool-
sche Variable Df, ; ein, mit der Vorstellung, dass Df, ; den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (3,
j) die Zahl k steht. Wir benutzen kartesische Koordinaten zur Notation von Positionen.

Beispiel: Dg,l wahr, wenn in der rechten unteren Ecke die Zahl 9 steht.
—~(Di,1AD? 1), ~(Di1AD? 1), ~(Di1 ADi1),~(Di1AD? ),
—(Di1ADS 1), ~(Di1ADf 1), ~(Dl1AD% 1), ~(Di1 A DY ),
~(Di1AD3 1),~(Di1 AD1 1), ~(D3 1 AD? 1), ~(Di 1 A DS ),
—(D? 1 ADT ), ~(Di1 ADE 1), ~(D? 1 ADY 1), ~(D3 1 AD? ),

usw...

Allgemein:

—(D§ ;AD: )
fir alle 1 <4, 7,s,t <9 mit s <t. Das ergibt 81 x36 =2916 Formeln.

Losung zur Aufgabe 2

1 Gerade hat h6chstens 0 Schnittpunkte,

2 Geraden haben hoéchstens 1 Schnittpunkte,
3 Geraden haben hoéchstens 3 Schnittpunkte,
4 Geraden haben héchstens 6 Schnittpunkte,
5 Geraden haben héchstens 10 Schnittpunkte,

Ist A(n) die maximale Anzahl der Schnittpunkte von n Geraden, so



n [1] 2 3 4 5 ..
An)[0J0+1=1][1+2=3[3+3=6[6+4

Rekursive Formel also:

An+1)=A(n)+n
oder
Any=A(n—-1)+n—1

D.h. die (n+ 1)te Gerade bringt hochstens n neue Schnittpunkte. Noch anders notiert

n (1| 2 3 4 5
A(n)|0|04+1{04+14+2|{04+1+24+3|0+1+2+3+4
1 3 6 10
Also

ZkoderA Z

Beweis: n 4+ 1 Geraden haben héchstens Egcnz'gl)_l k Schnittpunkte
Ind.Anf: Eine Gerade hat keinen Schnittpunkt A(1) =0 gilt.
Ind.Annahme: A(n)=Y1_  k gilt
Ind.Schritt: Zu zeigen: A(n + 1) folgt aus der Giiltigkeit, dass A(n) die maximale Anzahl der
Schnittpunkte fiir n Geraden liefert.
An+1) =
= (n)

n—1
= Z k+n

Zn lk
= 04+1424+..4+(n—1)+n
Th—ok

(n+1)—1
- Z

Also folgt A(n+1)= ("+1) 'k aus A(n) = ! k fiir alle n was zu zeigen war. m

k=0
Wer die Formel Zn L= Q angewendet hat, der zeigt nach gleichem Muster:
Ind.Anfang: A(1)=0 gilt

Ind.Annahme: A(n)= @ gilt

Ind.Schritt: Zu zeigen: A(n + 1) folgt aus der Giiltigkeit, dass A(n) die maximale Anzahl der
Schnittpunkte fiir n Geraden liefert.

An+1) = 7




Also folgt A(n+1)= W aus A(n) = w was zu zeigen war. g
Losung zur Aufgabe 3

(A, <) ist noethersch gdw. (A, <) ist wohlfundiert.
~=:

Sei A wohlfundiert und B C A eine Teilmenge von A, dann bilden by, be... € B eine absteigende
abzéhlbare Kette in A. Jedes B besitzt per Definition also ein minimales Element b,, sodass gilt:
b1 <....< by,

=

Sei jetzt A noethersch und B eine nichtleere Teilmente von A. Ist b; nicht minimal in B, dann
bigt es ein by € B mit by < by. Ist by nicht minimal in B, dann findet man ein b3 € B mit b3 < by
usw. Entweder bricht diese Suche mit einem b,, € B ab, das minimal in B ist, oder man
bekommt in B eine unendliche, absteigende abzidhlbare Kette: by > b2 > b3 > ..., was ein Wider-
spruch zu A sei noethersch ist. Also gibt es in B ein minimales Element.

Losung zur Aufgabe 4
a)

Benennen der Aussagen:

b: Es gibt Brot zur Mahlzeit.
d: Es gibt Dessert zur Mahlzeit.
s: Es gibt Suppe zur Mahlzeit.

Die Forderungen lauten damit:

A: ﬂd—)bEﬂ(ﬂd)VbEdVb
B: (b/\d)—)ﬂSE—!(b/\d)V—!S
C: (SV—|d)—>—|bE—|(SV—|d)V—1b

Gesamtbedingung also:
AABAC=(dVb)A(=(bAd)V—s)A(—(sV—d)V—b)
b)

Ll Bl Bl B K=l K= k=] K}
Lol Bl K==l K==l Bl Bl Hen) Han)
Ll =l Ll K=l el K= =)

AANBAC

dA—=bDA—s
dANbAN—s
dAN-bAs

=l Bl L ) o) Nl Hen )l Nen ) K
= B E=1 = Y e Nl Hen) Bo
=l =1 = =1 N ) R R i Nan) V)
ololrlkrIrolo




unter den Belegungen im schattierten Bereich ist A A B A C erfiillbar.

c)

Dessert ist zu jeder Mahlzeit zu reichen, Suppe oder Brot konnen serviert werden, aber nicht
gleichzeitig.

Losung zur Aufgabe 5

[ (Pl/\—|P2/\—|P3)V("Pl/\Pz/\—'P3)V("Pl/\—'PQ/\Pg)
® (Pl/\PQ/\_'_Pg)V(Pl/\_LPQ/\_'Pg)V(_'Pl/\PQ/\Pg)

o (Pl\/PQVPg)

Losung zur Aufgabe 6

A|[B[C[BA-C|AV(BA=C)|[B—C|BV—-A|M|A—B
0]0]0] 0 0 1 1 o] 1
001 o 0 1 1 o] 1
o[1]o| 1 1 0 1 o] 1
011 0 0 1 1 0 1
1/0]/0] o 1 1 0 |o| o
101 0 1 1 0 |o| o
1/1]0] 1 1 0 1 o] 1
1(1]1] o 1 1 1 1] 1

M ist erfiillbar.
ME (A— B) gilt.

Losung zur Aufgabe 7

a) =(MEV VF)=-MEA-VF
b) =(Ph A —Ma) ==PhV Ma
¢) —~(LSi A PSt) =-LSi v —PSt
d) ~(-KVR)=K A-R

Losung zur Aufgabe 8

o
N—r

(an(b—c))—b

=l e L Rl K= K= K=o H )l )
L = =l =1 =] =

Ll Rl Bl Neod Bl Nl il Heo )l Nl

—l=|o|lo|l~|~|—|~]{

Disjunktive Form:

(maA=bA=Cc)V(maA=bAc)V(maAbA=C)V (maAbAC)V (aADA=c)V (aAbAc)



Konjunktive Form:
(maVbVe)A(maVbV—c)

Klauselmenge:

{{-a,b,c}, {—a,b,~c}}
b)

((A-B)A(B-C))—= (mA=C)
= =((wAVB)A(-BVC))V(AVC)
-(AVB)V~(=(BVC)V (AVC)
(AAN=B)V (BA-C)V AV C ist DNF
((AAN=B)VA)V(CV(BA-C))
BA(AVC)VAVC
= BA(AVO)ist KNF

Losung zur Aufgabe 9
a)

pV-(pAq) DeMorgan
= pV(=pV—q) Assoziativ
= pV-pV —q Tertium non datur
= 1Vv—q
=1

stets wahr, also Tautologie.

pV =q) A(—pA q) Assoziativ
pV —q) A—=pA g Kommutativ

(pV —q) A q) A—p Distributiv

(pA @)V (—gA q)) A —p Unerfillbarkeitsregel
(PA@)VO)A-p

= (pAq)A—p Assoziativ

(
(
= (pV—q) A gA-p Assoziativ
(
(
(

= pAgA—-pKommutativ

= ¢ A pA—pUnerfiillbarkeitsregel
gNO

=0

stets falsch, also unerfiillbar

Losung zur Aufgabe 10
a)

F|G|FV-G

oTo] 1

erfiillbar erfillbar [0 | 1 0 falsifizierbar.
1(0




F'V =G ist nicht immer eine Tautologie
b)

B ist nicht immer erfiillbar. A kénnte manchmal 1 und manchmal 0 sein. Setzen wir B = 0,
dann ist A— B=1 (erfiillbar), wenn A=0.

c)

Wenn F eine Tautologie (F'=1) ist, dann gilt AF F, denn wegen dem Deduktionstheorem gilt:
MEF gdw. EM—F gdw. EM —1 gdw E1

Q)

G unerfiillbar (G=0) und F'F G. Benutze das Deduktionstheorem:

FFEGgdw. FEO gdw. FF—0gdw. F-FV0 gdw. F—-F d.h. F =0 und somit F'VG=0.

Losung zur Aufgabe 11

A=(g—=r)As=(—gVr)As=XAs
B=(p—q) = (p=r)=(A=q)V(-pVr)=(pV-pVr)A(=gVopVr)=-qVrV-p=XV-p
Wobei X eine Abkiirzung fiir —q V r ist.

X|s|p|XAs|XV-p
0/0|0] O 1
001 0 0
0/1|0] O 1
011 0 0
1(0{0] O 1
1(0|1 0 1
1(1]0 1 1
1(1]1 1 1
Es gilt AFB

Suche eine Formel Y, sodass (1) X AsEY und YE X V —p und (2) Y enthdlt Atom die in X A s
und X V —p enthalten sind. Eine Methode, mit der die erste Bedingung erfiillt werden kann, ist
durch Benutzung einer Wahrheitstabelle.

X s|p|XAs|Y|XV-p
ofofol o |o 1
ofof1f o |o 0
of1{of o |o 1
of1{1f o |o 0
1]10|0] O 1 1
1(0(1] O 1 1
111|10] 1 1 1
111]1 1 1 1

Daraus folgt Y = X =—¢ Vr, womit auch die zweite Bedingung (zufélliger Weise) erfiillt ist.

Um jedoch auch die zweite Bedingung allgemein zu garantieren gehe wie folgt vor:

1. Sammle alle atomare Formeln, welche in A aber nicht in B vorkommen in der Menge G.
Hier also G={s}

2. Bilde neue Formeln aus A, indem alle Vorkommen der atomaren Formeln s € G in A
durch alle moéglichen Kombinationen aus {1,0} ersetzt werden. Hier also ((—p V 7) A 0)
und ((-pVr)Al)



3. Die Craig-Interpolante entsteht durch die disjunktive Verkniipfung der resultierenden For-
meln. Hier: ((=pV7r)AQ)V ((mpVr)Al)

Durch Vereinfachung erhilt man Y =-qVr

Losung zur Aufgabe 12

Hornformel: héchstens eine atomare Formel als Conclusio der Implikationen.
Im folgenden werden alle Implikation implizit konjunktiv verkniipft.

a) keine Hornformel

AvBvVC

e Q-
1414
&

b) keine Hornformel

P = SvVQ
PAR — S

c) Hornformel

d) Hornformel

BAC

ANC

L4114
S oW

Losung zur Aufgabe 13

Im folgenden werden alle Implikation implizit konjunktiv verkniipft. Die Nummern geben die
Reihenfolge der Markierungen an.

1 — AW

B —+ 0
1 - cW
1 - DO
A 5 E@)
EQDAFB® 5 pM®
E? 5 p®

B und damit 0 wurde nicht markiert also ist die Formel G erfiillbar.

Losung zur Aufgabe 14



Res?: Res?=Res' U:

L[ {4) 13 [38] {~A, ~D}

2. ] {B) 14: [17] {B, D)
3:[]{-4,C} 15: [4,10] {B,~C,-A}
4: [] {BaﬂcaﬁD} 16: [577] {D}

5: [] {_'CaD} 17: [578] {_'C}

6:[] {-D} 18: [6,10] {~A}

Res! =ResU: 19: [7,8] {-D}

7:[1,3] {C} 20: [7,12] {}

8:[2,4] {-C,-D} usw...
9: [3,4] {—-A,B,-D}
10:3,5] {=A, D}

11:[475] {B’ -C, }

12:(5.6] {=C'}

Leere Klausel hergeleitet: M ist unerfiillbar.

Losung zur Aufgabe 15

a)
FF gdw. -F FE0 also wenn —F unerfiillbar.

-F = —|(X\/(ﬁX/\ﬂY/\Z)V((XVZ)—)(Y/\Z))
= XA-XAYAZ)A=-(~(XVZ)V(Y AZ))
= XAXVYV-Z)A(-=(XVIZ)A=(Y AZ))
= XAXVYV-2)A(XVZ)AN(mY V-2)

L {-~X}

2 {X,Y,=Z}

3 {X, 2}

41 {-Y,-Z}

5:[1,2] {Y,=Z}

6:[1,3] {Z}

7:[4,5] {=Z}

8:16,7] {}

Leere Klausel: —=F unerfiillbar: F' Tautologie
b)

PEY gdw. QU-TEO

wobei =0 die negation aller Formeln in U ist



