Kalkül: Vorzeichen Sei V ⊆ 2^M die Menge der Verzeichen, die in einem Kalkül für die Logik L mit der Menge M von Wahrheitswerten verwendet werden. Im allgemeinen werden nicht alle möglichen Vorzeichen im Kalkül verwendet, d.h. V ≠ 2^M Daß initiale Vorzeichen muß immer enthalten sein: (M \ D) ∈ V

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.7

Kalkül: Korrektheit

Korrektheit erfordert (1):

Für jede Regel mit Prämisse S(A ∘ B) und Extensionen E_1, . . . , E_k, wobei

E_i = {S_{ij}C_{ij} | C_{ij} ∈ {A, B}, 1 ≤ i ≤ k, j ≤ 2} gilt für jede Belegung v:

wenn v(A ∘ B) ∈ S dann gibt es ein i, so daß für alle j gilt v(C_{ij}) ∈ S_{ij}.

Es genügt dabei A und B als aussagenlogische Variablen zu betrachten.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.8

Kalkül: Korrektheit

Korrektheit erfordert (2):

Für jedes Vorzeichen S ∈ V und jeden Operator ∘ der Logik L: Wenn es keine Regel mit Prämisse S(A ∘ B) gibt, dann ist S(A ∘ B) unerfüllbar, d.h. für alle Belegungen v gilt v(A ∘ B) ∉ S

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.9

Kalkül: Vollständigkeit

Vollständigkeit erfordert:

Für jedes Vorzeichen S ∈ V und jeden Operator ∘ der Logik L: Falls S(A ∘ B) erfüllbar ist, d.h., falls es eine Belegung v gibt mit v(A ∘ B) ∈ S dann gibt es eine Regel mit Prämisse S(A ∘ B) und Extensionen E_1, . . . , E_k, wobei

E_i = {S_{ij}C_{ij} | C_{ij} ∈ {A, B}, 1 ≤ i ≤ k, j ≤ 2} so daß für jede Belegung v gilt:

wenn es ein i gibt, so daß für alle j gilt v(C_{ij}) ∈ S_{ij} dann v(A ∘ B) ∈ S.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.10

L_3-Tableauregeln für ∧

{T }A ∧ B

{T }A {T }B

{U}A ∧ B {U}A {U}B {U}A {T }B {T }A {U}B

{F }A ∧ B {F }A {F }B

{U, F }A ∧ B {U, F }A {U, F }B

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.11

L_3-Tableauregeln für ∨

{T }A ∨ B {T }A {T }B

{U}A ∨ B {U, F }A {U}A {U}B {U, F }B

{F }A ∨ B

{F }A {F }B

{U, F }A ∨ B {U, F }A {U, F }B

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.12

L_3-Tableauregeln für ∼ und ¬

{T } ∼ A {U, F }A

{F } ∼ A {T }A

{U} ∼ A {T }A

{U, F } ∼ A {T }A

{T }¬A {F }A

{F }¬A {T }A

{U}¬A {U}A

{U, F }¬A {T }A {U}A

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.13

L_3-Tableauregeln für ⊃

{T }A ⊃ B {U, F }A {T }B

{F }A ⊃ B {T }A {F }B

{U}A ⊃ B {T }A {U}B

{U, F }A ⊃ B {T }A {U, F }B

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.14

L_3-Tableauregeln für ∃

{T }∃xA(x) {T }A(f(y_1, . . . , y_k))

{F }∃xA(x) {F }A(z)

{U}∃xA(x) {U}A(f(y_1, . . . , y_k)) {U, F }A(z)

{U, F }∃xA(x) {U, F }A(z)

• z eine neue Variable • y_1, . . . , y_k die freien Variablen ∃xA(x) • f ein neues k-stelliges Funktionszeichen.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.15

L_3-Tableauregeln für ∀

{T }∀xA(x) {T }A(z)

{F }∀xA(x) {F }A(f(y_1, . . . , y_k))

{U}∀xA(x) {U}A(f(y_1, . . . , y_k)) {U, F }¬A(z)

{U, F }∀xA(x) {U, F }A(f(y_1, . . . , y_k))

• z eine neue Variable • y_1, . . . , y_k die freien Variablen in ∀xA(x) • f ein neues k-stelliges Funktionszeichen.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.16

Tableaus

Definition

Ein Tableau für eine endliche Menge Σ signierter Formeln wird folgendermaßen konstruiert:

1. Ein linearer Baum, in dem jede Formel aus Σ genau einmal vorkommt, ist ein Tableau für Σ.

2. Sei T ein Tableau für Σ und B ein Zweig in T , der eine signierte Formel SA enthält. Weiterhin gebe es eine Tableauregel R mit Prämisse SA. Sind E_1, . . . , E_n die Extensionen von R (unter Berücksichtigung der genannten Einschränkungen, falls R eine Quantorenregel ist), so wird T am Ende von B um n lineare Unterbäume erweitert, die jeweils die signierten Formeln aus den E_i in beliebiger Reihenfolge enthalten. Der so entstehende Baum ist wieder ein Tableau für Σ._{B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.17}

Geschlossene Tableaus

Definition Ein Zweig B eines Tableau ist geschlossen, falls gilt:

• B enthält komplementäre Formeln, d.h. es gibt eine Substitution σ und signierte Formeln S_1A_1, . . . , S_kA_k auf B, so daß S_1 ∩ . . . ∩ S_k = ∅ und σ(A_1) = . . . = σ(A_k) oder • B enthält eine signierte Formel SA, auf die keine Regel anwendbar ist und A ist nicht atomar.

Ein Zweig, der nicht geschlossen ist, heißt offen.

Ein Tableau heißt geschlossen, falls jeder Zweig darin mit derselben Substitution geschlossen ist, sonst heißt es offen.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.18

Erfüllbarkeit von Tableaus

Definition Sei T ein Tableau für die Logik L, in dem die freien Variablen ȳ = ⟨y_1, . . . , y_k⟩ auftreten.

T heißt erfüllbar, wenn es eine L-Struktur (M, v) gibt, so daß für jedes k-Tupel ā = ⟨a_1, . . . , a_k⟩ von Elementen aus M mindestens ein Pfad P in T existiert, so daß für alle signierten Formeln B auf P (M, v), (ā/ȳ) |= B gilt.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.19

Korrektheit Tableaukalküls

Lemma Ein erfüllbares Tableau ist nicht geschlossen.

Lemma Sei T ein endliches erfüllbares Tableau und T_1 entstehe aus T durch eine Regelanwendung, dann ist auch T_1 erfüllbar.

Satz Ein Tableau für eine erfüllbare Menge signierter Formeln ist nicht geschlossen.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.20

Korrektheit des Tableaukalküls

Korrektheitssatz für L_3 Sei A eine L_3-Formel ohne freie Variablen. Falls es ein geschlossenes Tableau T für {U, F }A gibt, dann ist A eine L-Tautologie.

Korollar Sei Σ eine Menge von L_3-Formeln ohne freie Variablen und A eine weitere Formel dieser Art. Falls es ein geschlossenes Tableau über

{{T }B | B ∈ Σ} ∪ {{U, F }A}

gibt, dann gilt Σ ⊢_3 A.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.21

Vollständigkeit des Tableaukalküls

Definition Eine Folge von Regelanwendungen heißt systematisch, wenn auf jedem offenen Zweig B des entstehenden Tableaus T 1. für jede signierte Formel SC auf B, die nicht atomar ist, die entsprechende Tableauregel angewandt wird 2. für jede Formel der Form

{T }∀xA, {U}∀xA, {F }∃xA, {U}∃xA, {U, F }∃xA die auf B vorkommt, unendlich oft die zugehörige Regel anwendet wird.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.22

Vollständigkeit des Tableaukalküls

Vollständigkeitssatz für L_3

Sei A eine L_3-Tautologie.

Dann enthält jede Folge von systematisch konstruierten Tableaus mit Wurzel {U, F }A ein geschlossenes Tableau.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.23

Beweis des Vollständigkeitssatzes

Angenommen die Aussage des Satzes sei falsch.

Dann gibt es ein durch eine systematische Folge von Regelanwendungen approximiertes unendliches bzw. erschöpftes Tableau T mit Wurzel {U, F }A, das einen offenen Zweig P enthält.

Sei H_0 die Menge aller signierten Formeln, die auf P vorkommen. Insbesondere {U, F }A ∈ H_0.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.24

Beweis des Vollständigkeitssatzes

Da T systematisch konstruiert ist, kommt für jede Formel B(z) in H_0, die Formel B(z_i) für unendlich viele verschiedene Variablen z_i ebenfalls in H_0 vor.

Die Formelmenge H entstehe aus H_0, indem jede freie Variable in H_0 durch einen variablenfreien Term ersetzt wird. Da es nur abzählbar unendlich viele Terme gibt, kann der Ersetzungsprozeß so eingerichtet werden, daß für jede Formel B(z^1, . . . , z^k) in H_0, für jedes k-Tupel variablenfreier Terme t^1, . . . , t^k die Formel B(t^1, . . . , t^k) in H liegt.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.25

Eigenschaften von H (allgemein)

Für jede allgemeine Tableauregel S ∘ (A_1, . . . , A_n) T_i | . . . | T_k gilt: Falls S ∘ (A_1, . . . , A_n) ∈ H dann gibt es ein i (1 ≤ i ≤ k) und einen Pfad P_i in T_i, so daß für alle Formeln B ∈ P_i gilt B ∈ H

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.26

Eigenschaften von H (konkret)

Für ∧:

Falls {T }(A ∧ B) ∈ H, dann {T }A ∈ H und {T }B ∈ H.

Falls {F }(A ∧ B) ∈ H, dann {F }A ∈ H oder {F }B ∈ H.

Falls {U}(A ∧ B) ∈ H, dann ({U}A ∈ H und {T }B ∈ H) oder ({U}B ∈ H und {T }A ∈ H) oder ({U}A ∈ H und {U}B ∈ H).

Falls {U, F }(A ∧ B) ∈ H, dann {U, F }A ∈ H oder {U, F }B ∈ H

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.27

Eigenschaften von H (konkret)

Für ∀:

Falls {U, F }∀xA(x) ∈ H, dann {U, F }A(t) ∈ H für einen Grundterm t

Falls {T }∀xA(x) ∈ H, dann {T }A(t) ∈ H für jeden Grundterm t

Falls {F }∀xA(x) ∈ H, dann {F }A(t) ∈ H für ein t.

Falls {U}∀xA(x) ∈ H, dann {U}A(t) ∈ H für ein t und für jeden Grundterm s {T }A(s) ∈ H oder {U}A(s) ∈ H

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.28

Modellkonstruktion

Aus dem offenen Pfad P des erschöpften, systematisch konstruieren Tableau T gewinnen wir nun eine L_3-Struktur (M, v):

Das Universum von M bestehe aus allen Grundtermen, die Interpretation der Funktions- und Konstantenzeichen sei wie in Herbrand-Strukturen.

Für jede variablenfreie, atomare Formel p wird v(p) definiert durch:

falls {T }p ∈ H, dann v(p) = 1 falls {F }p ∈ H, dann v(p) = 0 falls {U}p ∈ H, dann v(p) = u falls {F, U}p ∈ H, dann v(p) = 0 sonst (willkürlich) v(p) = 0

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.29

Schluß des Beweises

Durch Induktion über den Formelaufbau zeigt man für jede signierte Formel B ∈ H, daß (M, v) |= H Insbesondere gilt dann (M, v) |= {U, F }A

Damit ist gezeigt: Falls es kein geschlossenes Tableau für {U, F }A gibt, dann ist {U, F }A erfüllbar.

Und also: Ist A eine L_3-Tautologie (und also {U, F }A unerfüllbar), dann gibt es ein geschlossenes Tableau für {U, F }A.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken – p.30