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Grundbestandteile einer Logik

einen syntaktischen Tell; welche Symbole werden zum
Aufbau der Sprache benutzt, welche Kombinationen dieser
Symbole sind in der Sprache der Logik erlaubt?
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Ihrer Hilfe untersuchen?

einen Teil, der den Zusammenhang herstellt zwischen
Syntax und Semantik in Form einer Wahrheitsdefinition;
wann ist eine Formel der Logik in einer Struktur wahr?

Aulderdem

ein Ableitungsmechanismus (Kalkutl), mit dem die
Gultigkeit von Formeln tUberprift werden kann (in uniformer
Weise, mdglichst effizient und automatisch
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Pradikatenlogik erster Stufe

Syntax (Teil 1)

Vokabular V:

einer Menge von Funktionszeichen Fkt(V)
einer Menge von Konstantenzeichen Kon (V)
einer Menge von Pradikatszeichen Pr(V)

Das Vokabular V darf die leere Menge () sein.

logische Symbole:

die aussagenlogischen Junktoren A, Vv, —, —
die Quantoren Vzx, dx

die Variablen z,y, z, z;, y; etc.

Klammern (, )
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Pradikatenlogik erster Stufe

Syntax (Tell 2)

Funktionsterme:

1. Konstanten sind Funktionsterme.

2. Variable sind Funktionsterme.

3. sind ¢1, ..., t; Funktionsterme und f ein k-stelliges
Funktionszeichen, dannist f(t1,...,t;) wieder ein
Funktionsterm.

Atomare Formeln sind genau die Zeichenfolgen der Form:
p(t1, ..., tn)

wobel p ein n-stelliges Pradikatszeichen ist und ¢4, ..., ¢, Funk-
tionsterme sind. Die Menge der atomaren Formeln wird mit

At(V') bezeichnet.
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Pradikatenlogik erster Stufe

Syntax (Teil 3)

Formeln:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.
2. Sind A, B Formeln, so auch

(AN B) gelesen: Aund B
(AV B) gelesen: A oder B
(A — B) gelesen: wenn A, dann B

-A ge
3. (3zA) ge
4. (VxA) ge

esen: nicht A

esen: es gibt x, so dal’ A
esen: fur alle x gilt A
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Manipulation von Formeln

Substitutionen:

Eine Substitution s ist eine Abbildung von der Menge aller
Variablen in die Menge aller Terme Uber einem gegebenen
Vokabular V. Der Definitionsbereich einer Substitution s:

Def(s) ={x : s(z) # x}
Der Wertebereich der Substitution s:
Whb(s) ={s(x):x € Def(s)}

Wir betrachten nur Substitutionen s mit endlichem Def (s).
Dann kann s geben werden durch die Menge der Paare

Uz, s(x)) | s(z) # )

an.
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Anwendung von Substitutionen

Anwendung einer Substitution s auf einen Funktionsterme t:

s(x) t eine Variable z ist
s(t)=4q ¢ t eine Konstante c ist

F(s(t1), ... s(tr)) t= fltr,... t1)

FUr eine atomare Formel A(ty, ..., t:) definieren wir

s(A) = A(s(t1),...,s(tg)).
FUr zusammengesetzte Formeln haben wir:
s(ANB)=s(A)As(B)
s(AV B) =s(A)V s(B)
s(A— B) = s(A) — s(B)
s(mA) = —s(A)
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Pradikatenlogische Strukturen

Wir fixieren ein Vokabular V.

Eine Stuktur
H = (U, {":ce Kon(V)}, {f": fe Fkt(V)}, {p"":pe Pr(V)}
ISt gegeben durch

ein Bereich U von Elementen,

ein Element ¢t € U

fir jedes Konstantenzeichen c aus V,

eine Funktion f : U* — U fir jedes k-stellige
Funktionszeichen f aus V,

eine Menge p’t C U*

fur jedes k-stellige Pradikatszeichen p aus V.
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Pradikatenlogischen Strukturen

Beispiel 1 zum Vokabular V;

Uy
nilt
aHl

le (a7 b)

le ((ZL, b)
d" (a, b, c)

gdw

N U N*

die leere Folge
1

<a, bl, .. .,bk>

falls a e Nund b = (by, ..., bs)

() In allen anderen Fallen.

beN, a,ce N*und c aus a entsteht
durch Wegfall eines Vorkommens von b.
Kommt b In @ nicht vor, muld ¢ = a sein.
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Pradikatenlogischen Strukturen

Beispiel 2 zum Vokabular V;

Us = die Menge aller nattrlichen Zahlen.
nil’t2 = 0

alt2 = 1

f2(a,b) =  axb (das Produkt von « und b)

d"2(a,b,c) gdw bxc=a.
Das Vokabular V7 bestehend aus:

Konstantensymbole a, nil
Funktionszeichen f(, )
Pradikatszeichen d_, , )
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Pradikatenlogischen Strukturen

Beispiel 3 zum Vokabular V;

Us = Menge aller Terme fur V1.
niltts = nal

alts = a

f13(a,b) = fla,b)

d"3(a,b,c) gdw a = f(a1, f(as,... f(ag,nil))...)
c= f(c1, f(ca,., f(cp_1,nil))..)
{ci ii <k} U{b} =Aa; 1 <k}
falls a = nil oder b nicht in a vorkommt,
SO mull ¢ = a sein.
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Pradikatenlogik erster Stufe

Interpretation von Formeln (1)

In Abhangigkeit von der Struktur M flr V und einer
Variablenbelegung b ordnet man jedem Funktionsterm ¢, der
nur Zeichen aus V enthalt, ein Element (M, b)(t) aus U zu.
Die formale Definition von I(M, b)(t) erfolgt rekursiv parallel
zur rekursiven Definition von Funktionstermen.

I(M,b)(t) = b(t), falls ¢ Variable ist
I(M,b)(t) = M, falls ¢ Konstante ist

I(M,b)(ftr,. . te) = fMar,. .. a)
mit a; = [(M, b)(tz)
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Pradikatenlogik erster Stufe

Interpretation von Formeln (2)

Ebenso kann man jeder atomaren Formel A, die nur Zeichen
aus V' enthalt, einen Wahrheitswert zuordnen. Wir schreiben:

(M,b) E(ANB) gdw
(M,b) E(AV B) gdw
(M,b) = (A— B) gdw
(M,b) E-A gdw
(M, b) = dzA gdw
(M,b) EVzA gdw

wobei ¥ (y)

M,b) = Aund (M,b) = B
(M,b) = Aoder (M,b) =B

nicht (M, b)
nicht (M, b)
es gibtein E

— A oder (M,b) = B
= A

ementu € U,

so dal3 (M,V) = A,
fur alle uw € U gilt (M, b)) E A

=b(y)fallsy £z V(y) =

u falls y = .
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Pradikatenlogik erster Stufe

Alternative Notation

Bei der Berechnung von (M, b)(t) und (M,b) = A kommt es

nur auf die Belegung der Variablen an, die tatsachlich in ¢ bzw.
A vorkommen.

I(M,ny, ... n)(®) far (M, b))
M\:A(nl,,nk) far (M,b)'ZA
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Logische Folgerung

Ist D eine Menge von Formeln und A eine einzelne Formel in
Fml(V'), so nennen wir A eine Folgerung oder eine
Konsequenz aus D, in Symbolen

D E A,
wenn fur jede Struktur M far V aus
ME=C” far alle C' € D

folgt, dass
M A*

Der universelle Abschlu3 C* einer Formel C wird gebildet,
iIndem flr jede Variable = in C, die nicht schon im Bereich
eines Quantors steht, der Allquantor Vx der Formel C
vorangestellt wird.
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Ableitbarkeit

Notation

MbE A
bedeutet
Formel A kann aus M mit Kalkul ;: abgeleitet werden
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Ableitbarkeit

Notation

MbE A
bedeutet
Formel A kann aus M mit Kalkul ;: abgeleitet werden

Definition: Korrektheit (von )
Wenn M +; A, dann auch M = A

Definition: Vollstandigkeit (von  7)
Wenn M = A, dannauch M +; A
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