Kalkule
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Ein 1. Axiomatisierungsresultat

Satz: [M. Wajsberg 1931]

Sei L3 .. die Aussagenlogik mit den Konnektoren
— (starke Negation) und
= (kukasiewicz Implikation).

Mit der Modus-ponens-Regel bilden folgenden Axiome eine
vollstandige und korrekte Axiomatisierung fir £3 , _:

1. A= (B=A))

2. (A= B)=((B=0C)= (A= 0))
3. (A= -B)=(B=A)

4. (A=-A)=A)=A
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t ukasiewicz Implikation

—

A=DB
B/A—|1|u]|0
1 11111
U ull]1
0 0w/l

Zum Vergleich die schwache (2) und die starke (—)

Implikation.
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Vorzeichenformeln

Definition

Ist £ eine beliebige mehrwertige Logik mit M als Menge der
Wahrheitswerte, so ist eine Vorzeichenformel fur £ von der
Form

S A

wobei A eine Formel in £ ist und S eine nichtleere Teilmenge
von M.

Eine Vorzeichenformel ohne freie Variablen S A ist in einer
L3-Struktur (M, v) gultig, wenn der Wahrheitswert von A in S
liegt.

In Zeichen:
(M,v) = S A, genau dann, wenn v(A) € S.
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Allgemeine Form einer Tableauregel

Zu jedem Vorzeichen () £ S € M und jedem
aussagenlogischen Operator o gibt es eine Tableauregel.

Sei nun o ein n-stelliger Operator, fur ein beliebiges n € N.

Die zugehorige Tableauregel hat dann die Form
SO(Al,...,An)
T(Ai,..., Ap)

wobel T'(Aq, ..., A,) ein endliches erweitertes Tableau ist, in
dem nur Vorzeichenformeln der Form S/ A; auftreten.

Die Zweige des Tableaus T'(A4, ..., A,) nennt man die
Extensionen der Regel.
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Beispiel einer Tableauregel

Eine Tableauregel aus der 5-wertigen tukasiewicz Logik mit
der Wahrheitswertemenge {0, 1,2, 3, 4}:

{4}(p = q)
{0}p| 10,1}p | {0,1,2}p [{0,1,2,3}p
{1,2,3,4}q | {2,3,4}q | {3,4}q |{4}q
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Kalkul: Vorzeichen

Sei
Vv c oM

die Menge der Verzeichen, die in einem Kalkul fur die Logik £
mit der Menge M von Wahrheitswerten verwendet werden.

Im allgemeinen werden nicht alle méglichen Vorzeichen im
Kalkul verwendet, d.h.

vV £ oM
Dall initiale Vorzeichen mufd immer enthalten sein:

(M\D)eV
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Kalkul: Korrektheit

Korrektheit erfordert (1):

Fur jede Regel mit Pramisse S(A o B) und Extensionen
Eq, ..., Ey, wobel

E; = {SijOZ-j | Cij € {A,B}, 1<i<k,j<2}
gilt fir jede Belegung v:

wennv(Ao B) € S
dann gibt es ein 7, so dal3 fur alle j gilt v(C;;) € S;;.

Es genlgt dabel A und B als aussagenlogische Variablen zu
betrachten.
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Kalkul: Korrektheit

Korrektheit erfordert (2):

Fur jedes Vorzeichen S € V und jeden Operator o der Logik L:

Wenn es keine Regel mit Pramisse S(A o B) gibt,
dannist S(A o B) unerfillbar, d.h.
far alle Belegungen v gilt

v(AoB) &S
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Kalkll: Vollstandigkelt

Vollstandigkeit erfordert:

Fur jedes Vorzeichen S € V und jeden Operator o der Logik L:

Falls S(A o B) erfullbar ist, d.h., falls es eine Belegung v gibt
mit

v(AoB)e S
dann gibt es eine Regel mit Pramisse S(A o B) und
Extensionen Eq, ..., E;, wobel

E;, = {S@jC@j ‘ C@j c {A, B}, 1 <1<k, 5 < 2}
so daf} fur jede Belegung v qilt:

wenn es ein : gibt, so dall fur alle j gilt v(C;) € Si;
dannv(Ao B) € S.
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Ls-Tableauregeln far A

(TYAAB
{T}A
{T}B




Ls-Tableauregeln fur A

(TYAAB
{T}A
{T}B

{U}AANB
{U;B
{T}A

UrA
{T'}B

(UYA
(UVB
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Ls-Tableauregeln fur A

(TYAAB
{T}A
{T}B

{U}AANB
{U;B
{T}A

UrA
{T'}B

(UYA
(UVB

(FYAAB
{F}A|{F}B
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Ls-Tableauregeln fur A

(TYAAB
{T}A
{T}B

{U}ANB
{U;B
{T}A

UrA
{T'}B

(UYA
(UVB

(FYAAB
{F}A|{F}B

{U,F}ANB
{U,F1A|{U,F}B
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Ls-Tableauregeln far Vv

(TYAV B
{TYA{T}B




Ls-Tableauregeln fur Vv

(TYAV B
{TYA{T}B

{U}AV B

{UFYA| {U}A
{U}B |{U,F}B



Ls-Tableauregeln fur Vv

(TYAV B
{TYA{T}B

{U}AV B
U, F}A | {U}A
{UYB |{U,F}B

(FYAV B
(F1A
(F}B
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Ls-Tableauregeln fur Vv

(TYAV B
{TYA{T}B

{U}AV B
U, F}A | {U}A
{UYB |{U,F}B

(FYAV B
(F1A
(F}B

{U,F}AV B
{U,F}A
{U,F}B
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Ls-Tableauregeln fur ~ und —

(T}~ A (F} ~ A (U}~ A
{U, F}A {T}1A (T} A
(U F}~ A

{T'}A



Ls-Tableauregeln fur ~ und —

TV ~ A

{U,F}A

[TV -A

(F} ~ A
{T}A

(U F} ~ A

{FA

{T'}A

(F}-A
{T}A

(U, F}-A

{TyA | {U}A

(U}~ A
(T A

-4
A

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken — p.13



Ls-Tableauregeln fur >

{TYAD B
{UF}A|{T}B




Ls-Tableauregeln fur >

{TYAD B
{UF}A|{T}B

{F}ADB
(1'1A
F1B




Ls-Tableauregeln fur >

{TYAD B
{UF}A|{T}B

{F}ADB
(1'1A
F1B

{U}A D B
{T1A
{U}B
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Ls-Tableauregeln fur >

{TYAD B
{UF}A|{T}B

{F}ADB
(1'1A
F1B

{U}A D B
{T1A
{U}B

{UJF}ADB
R
{U,F}B

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken — p.14



Ls-Tableauregeln fur

{T}3xA(x) {F}3zA(x)
{TYA(f(y1,...,y)) (FYA(2)
{UY3zA(x)
(U, F}3zA(z)
{U}A(f(y1, .. 7?#@))
{U, F}A(z) {U, F}A(2)

~ eine neue Variable
Y1, ...,y die frelen Variablen 9z A(x)
f ein neues k-stelliges Funktionszeichen.
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Ls-Tableauregeln fur V

{T}WzA(x) (W2 A(x)
{T3AG) {FYA(Sf (1 -5 yk))
{UWzA(x)
{U, F}Vx A(x)
{U}A(f(yL Ce ,yk))
(U, FY=A(2) {U, FYA(f(y1,- - ur))

~ eine neue Variable
Y1, ...,y die frelen Variablen in Vz A(x)
f ein neues k-stelliges Funktionszeichen.
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Tableaus

Definition

Ein Tableau fur eine endliche Menge X signierter Formeln wird
folgendermalden konstruiert:

1.

2.

Ein linearer Baum, in dem jede Formel aus > genau einmal
vorkommt, ist ein Tableau flr X.

Sei T ein Tableau fur X und B ein Zweig in T, der eine
signierte Formel S A enthalt. Weiterhin gebe es eine
Tableauregel R mit Pramisse SA. Sind Ey, ..., E, die
Extensionen von R (unter Berucksichtigung der genannten
Einschrankungen, falls R eine Quantorenregel ist), so wird
T am Ende von B um n lineare Unterbdume erweitert, die
jewells die signierten Formeln aus den E; in beliebiger
Reihenfolge enthalten. Der so entstehende Baum ist
wieder ein Tableau flr .
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Geschlossene Tableaus

Definition
Ein Zweig B eines Tableau ist geschlossen, falls gilt:

B enthalt komplementare Formeln, d.h. es gibt eine
Substitution o und signierte Formeln S1 A4, ..., S A, auf B,
sodaBR S1N...NSy=0und o(A;) =... =0(A;) oder
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Geschlossene Tableaus

Definition
Ein Zweig B eines Tableau ist geschlossen, falls gilt:

B enthalt komplementare Formeln, d.h. es gibt eine
Substitution o und signierte Formeln S1 A4, ..., S A, auf B,
sodaBR S1N...NSy=0und o(A;) =... =0(A;) oder

B enthalt eine signierte Formel S A, auf die keine Regel
anwendbar ist und A ist nicht atomar.
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Geschlossene Tableaus

Definition
Ein Zweig B eines Tableau ist geschlossen, falls gilt:

B enthalt komplementare Formeln, d.h. es gibt eine
Substitution o und signierte Formeln S1 A4, ..., S A, auf B,
sodaBR S1N...NSy=0und o(A;) =... =0(A;) oder

B enthalt eine signierte Formel S A, auf die keine Regel
anwendbar ist und A ist nicht atomar.

Ein Zweig, der nicht geschlossen ist, heilst offen.
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Geschlossene Tableaus

Definition
Ein Zweig B eines Tableau ist geschlossen, falls gilt:

B enthalt komplementare Formeln, d.h. es gibt eine
Substitution o und signierte Formeln S1 A4, ..., S A, auf B,
sodaBR S1N...NSy=0und o(A;) =... =0(A;) oder

B enthalt eine signierte Formel S A, auf die keine Regel
anwendbar ist und A ist nicht atomar.

Ein Zweig, der nicht geschlossen ist, heilst offen.

Ein Tableau heil3t geschlossen, falls jeder Zweig darin
mit derselben Substitution
geschlossen ist, sonst heildt es offen.
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ErfUllbarkeit von Tableaus

Definition
Sei T ein Tableau fur die Logik £, in dem die freien Variablen

g:<y17"'7yk>

auftreten.
T heil3t erfullbar, wenn es eine £-Struktur (M, v) gibt, so daf}
far jedes k-Tupel

a = <(11,...,(1k>
von Elementen aus M mindestens ein Pfad P in T existiert,
so dal} fur alle signierten Formeln B auf P

(M7 U), (C_L/Q) ‘: b
gilt.
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Korrektheit Tableaukalkuls

Lemma
Ein erfullbares Tableau ist nicht geschlossen.
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Korrektheit Tableaukalkuls

Lemma

Ein erfullbares Tableau ist nicht geschlossen.

Lemma

Sei T ein endliches erfullbares Tableau und 77 entstehe aus T
durch eine Regelanwendung, dann ist auch 77 erfullbar.
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Korrektheit Tableaukalkuls

Lemma
Ein erfullbares Tableau ist nicht geschlossen.

Lemma

Sei T ein endliches erfullbares Tableau und 77 entstehe aus T
durch eine Regelanwendung, dann ist auch 77 erfullbar.

Satz

Ein Tableau fur eine erfullbare Menge signierter Formeln ist
nicht geschlossen.

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken — p.20



Korrekthelt des Tableaukalkils

Korrektheitssatz fur Ls

Sel A eine Ls-Formel ohne freie Variablen.
Falls es ein geschlossenes Tableau T fur {U, F'} A gibt,
dann ist A eine £-Tautologie.

Korollar

Sei X eine Menge von L3-Formeln ohne freie Variablen und A
eine weitere Formel dieser Art.
Falls es ein geschlossenes Tableau Uber

UTIB | B e XU, FiA;

gibt,
dann gilt
Y 3 A.
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Vollstandigkeit des Tableaukalktls

Definition

Eine Folge von Regelanwendungen heil3t systematisch, wenn
auf jedem offenen Zweig B des entstehenden Tableaus T

1. fUr jede signierte Formel SC auf B, die nicht atomar ist, die
entsprechende Tableauregel angewandt wird

2. fur jede Formel der Form
{TiVxA, {UIVzA, {F}3dxzA, {U}3dzA, {U, F}3zA

die auf B vorkommt, unendlich oft die zugehoérige Regel
anwendet wird.
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Vollstandigkeit des Tableaukalktls

Vollstandigkeitssatz fur Ls

Sei A eine L3-Tautologie.

Dann enthalt jede Folge von systematisch konstruierten
Tableaus mit Wurzel {U, F'} A ein geschlossenes Tableau.
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Bewels des Vollstandigkeitssatzes

Angenommen die Aussage des Satzes sei falsch.

Dann gibt es ein durch eine systematische Folge von
Regelanwendungen approximiertes unendliches bzw.
erschopftes Tableau T mit Wurzel {U, F'} A,

das einen offenen Zweig P enthalt.

Sei H, die Menge aller signierten Formeln, die auf P
vorkommen. Insbesondere {U, F'} A € Hy.
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Bewels des Vollstandigkeitssatzes

Da T systematisch konstruiert ist, kommt flr jede Formel B(z)
In Hy, die Formel B(z;) fur unendlich viele verschiedene
Variablen z; ebenfalls in H, vor.

Die Formelmenge H entstehe aus Hj, indem jede freie
Variable in Hy durch einen variablenfreien Term ersetzt wird.
Da es nur abzahlbar unendlich viele Terme gibt, kann der
Ersetzungsprozel? so eingerichtet werden, dal3 fur jede

Formel B(z!, ..., ) in Hy, fur jedes k-Tupel variablenfreier
Terme ¢!, ..., t* die Formel B(t!,... t*) in H liegt.
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Eigenschaften von H (allgemein)

Fur jede allgemeine Tableauregel
So(Ai,...,Ap)
i | T

gilt:
Falls
SO(Al,...,An) c H

dann gibteseini (1 <i < k) und einen Pfad P; in T;, so dal}
far alle Formeln B € P, gilt

beH
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Eigenschaften von H (konkret)

FUr A:

Falls {T}(AANB)e Hydann{T}A € Hund {T'}B € H.

Falls {FF}(AAB)e H,dann {F}A € Hoder{F}B c H.

Falls {U}(A AN B) € H, dann
({U}A € Hund {T'}B € H) oder
{U}B € Hund {T}A € H) oder
{U}Ae Hund {U}B € H).
Falls {U, F}(A A B) € H, dann

{U,F}A € H oder
{U,F}B e H




Eigenschaften von H (konkret)

Fur V:

Falls {U, F}VxA(x) € H,dann {U, F}A(t) ¢ H
fur einen Grundterm ¢
Falls {T}VzA(x) € H, dann{T}A(t)e H
far jeden Grundterm ¢

Falls {F}VxA(x) € H, dann{F}A(t) € H fur ein ¢.

Falls {U}VxA(x) € H, dann{U}A(t) € H fur ein ¢
und fur jeden Grundterm s
{T}A(s) € H oder
{U}A(s) e H
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Modellkonstruktion

Aus dem offenen Pfad P des erschdpften, systematisch
konstruieren Tableau 7" gewinnen wir nun eine
L3-Struktur (M, v):

Das Universum von M bestehe aus allen Grundtermen,
die Interpretation der Funktions- und Konstantenzeichen sel
wie in Herbrand-Strukturen.

FUr jede variablenfreie, atomare Formel p wird v(p) definiert
durch:

falls {T}p e H, dann w(p) =1
falls {F}p e H, dann wv(p) =0
falls {U}p e H, dann v(p) =u
falls {F,U}pe H, dann w(p)=0
sonst (willktrlich) v(p) =0
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Schluld des Beweises

Durch Induktion tiber den Formelaufbau zeigt man fir jede
signierte Formel B € H, dal3

(M,v) = H
Insbesondere gilt dann
(M,v) E{U, F}A
Damit ist gezeigt: Falls es kein geschlossenes Tableau flr
{U, F}A gibt, dann ist {U, F'} A erfullbar.

Und also: Ist A eine L3-Tautologie (und also {U, F'} A

unerfullbar), dann gibt es ein geschlossenes Tableau fur
(U, F}A.
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Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist

¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

14U, F}C (Start)
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Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist

¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

1{U,F}C (Start)
2 {T}IVxQ(x) (aus 1)

B. Beckert: Nicht-klassiche Logiken — p.31



Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist

¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

1{U,F}C (Start)
2 {T}IVxQ(x) (aus 1)
3 {U, F}VyQ(t(y)) (aus 1)
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Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist
¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

1{U,F}C (Start)
2 {T}IVxQ(x) (aus 1)
3 {U, F}VyQ(t(y)) (aus 1)

4 {T}Q(=) (aus 2)
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Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist

¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

1{U,F}C (Start)
2 {T}VxQ(x) (aus 1)
3{U, F}vyQ(t(y)) (aus 1)
4{T}Q() (aus 2)

5{U, F}Q(t(c)) (aus 3)



Ein Beispieltableau

Sei t ein Term, dessen einzige Variable y ist. Dann ist

¢ = (VzQ(z)) D VyQ(t(y))

eine Tautologie.

1{U, F}C (Start)
2 {T}VxQ(x) (aus 1)
3{U, F}vyQ(t(y)) (aus 1)
4{T}Q(z1) (aus 2)
5{U, F}Q(t(c)) (aus 3)

Der einzige Zweig dieses Tableaus kann mit der Substitution
{z1 — t(c)} geschlossen werden (mit 4 und 5)
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Ein verzweigendes Tableau

1 {U, F}=A D (~ AA—-A)

(1) 2 T—A

(1) 3 {U, '} (~ AN —A)

(2)4 FA

(3) 5 {U, F} ~ A (3) 7 {U, F}— A

(H) 6 7'A closed(2,7)

closed(4.6)
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Die Junktoren cand und cor

A cand B A cor B
B/A—||1|u|0 B/IA—|1|u|0
1 I {ul|O 1 1|ull
U w | u |0 U L|uwl|u
0 Olwuw|0 0 1 {u|O

Diese Junktoren werden in dem Buch von D. Gries The
Science of Programming (S. 69) definiert und sind dort
Bestandteil einer dreiwertigen Logik zur Programmverifikation.

Bewerkenswert ist die Asymmetrie der beiden Konnektoren,
die eine dreiwertige Version der Konjunktion bzw. Disjunktion
sein sollen.
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Ubungsaufgabe

Welche Tableauregeln mufdte man flr cand, cor hinzunehmen,

um einen korrekten und vollstandigen Tableaukalktl zu
erhalten?
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LOosung: Regeln flir cand

{T}A cand B
{T}A
{T}B
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LOosung: Regeln flir cand

{T}A cand B
{T}A
{T}B

{F}A cand B
{F}A | {F}B
{T}A




LOosung: Regeln flir cand

{T}A cand B
{T}A
{T}B

{F}A cand B
{F}A | {F}B
{T}A

{U}A cand B
WA |{T}A
\U;B
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LOosung: Regeln flir cand

{T}A cand B
{T}A
{T}B

{F}A cand B
{F}A | {F}B
{T}A

{U}A cand B
WA |{T}A
\U;B

{F,U}A cand B
{F,U}A | {F,U}B
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LOosung: Regeln fur cor

{T}A cor B
{TYA | {T}B
{F}A
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LOosung: Regeln fur cor

{T}A cor B
YA | {T}B
{F}A

{F}A cor B
{F}A
{F}B




LOosung: Regeln fur cor

{T}A cor B
{TYA | {T}B
{F}A

{F}A cor B
{F}A
{F}B

{U}A cor B
WA | {FA
\U;B
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LOosung: Regeln fur cor

{T}A cor B
{TYA | {T}B
{F}A

{F}A cor B
{F}A
{F}B

{U}A cor B
WA | {FA
\U;B

{F,U}A cor B
{U}A | {F}A
{U F}B
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Ubungsaufgabe

Die o sei definiert durch:

AoB
B/A—|1]|u]|0
1 1|11
U 11110
0 1|11

Diese Wahrheitstafel ist interessant, da die Tautologien, die
ausschliefdlich mit o aufgebaut sind, nicht durch ein endliches
Hilbertsystem axiomatisiert werden konnen.

[A. Urquhart 1986, Seite 85]

Geben Sie die Tableauregeln fir o und die Vorzeichen
{T}{F},{U},{U.F} an.
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Losung: Regeln fur

O

{TYAo B

(TYA | {UMA

A
{T'}B

1A
{F}B



LOosung: Regeln flir o

{TYAo B
{THA|{UA | {F}A
{T}B

1A
{F}B

FUr {U}A o B gibt es keine Regel



LOosung: Regeln flir o

{TYAo B
{THA|{UA | {F}A
{T}B

1A
{F}B

FUr {U}A o B gibt es keine Regel

{F}Ao B
{F}A
{U}B




LOosung: Regeln flir o

{TYAo B
{THA|{UA | {F}A
{T}B

1A
{F}B

FUr {U}A o B gibt es keine Regel

{F}Ao B
{F}A
{U}B

{U,F}Ao B
{£'}A
{U}B
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