Modale Quantorenlogik

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p



Syntax

Die Menge aller Formeln der modalen Pradikatenlogik, FmIQmod, ISt
die kleinste Menge von Formeln mit:

1. jede atomare Formel ist in Fmlgomog.

2. fur Fi,F € Fmlomeg liegen auch FL AR, FL VR, FL — F> und
—F in leQmod-

3. Ist F € Fmlgmeg und X eine Individuenvariable, dann sind auch
VXF und 3xF Formeln in Fmlomog-

4. fur F € Fmlgmeg gilt auch OF € Fmlgmeg und GF € Fmlomodg.
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Kripke Strukturen fur  Fmlomod

X = (G,R,M) besteht aus einem Kripke Rahmen (G, R) und einer
Abbildung M, die jedem g € G eine pradikatenlogische Struktur M(g)
zuordnet, so daR fir alle g, g2 in G mit R(g1,gp) gilt:

das Universum U1 von M(g;) ist eine Teilmenge des Universums
U, von M(gz) und

auf der kleineren Menge U7 stimmen die Interpretationen der
Funktions- und Konstantenzeichen in M(g;) und M(g2) Uberein.

%X = (G,R,M) heif3t eine Kripke Struktur mit konstantem Universum,
wenn furalle g e G

M(g) = M

gilt fir eine konstante Struktur 21 .
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Modellrelation
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gdw
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M(g) =r(ty,...t)

fur atomare Formeln r(ty, .. .tx)
g=Fundg=H

g=F oderg=H
(nichtg=F) oderg=H
nichtg = F

fur alle h mit R(g, h)gilth}=F

es gibt ein hmit R(g,h) und h =F
fir alle d € Uy gilt g = F (d)
es gibt ein d € Uy mit g = F (d)

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p



Tableaukalkul
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Prafixformeln

In den Tableaus werden Gebilde der Form
oZA

auftreten, wobei 0 ein Prafix, Z € {F, T} und A € Fmlgmog.
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Prafixformeln

In den Tableaus werden Gebilde der Form

o/ZA

auftreten, wobei 0 ein Prafix, Z € {F, T} und A € Fmlgmog.

Ein Prafix 0 ist dabei eine endliche Folge nattrlicher Zahlen.
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Prafixformeln

In den Tableaus werden Gebilde der Form
oZA

auftreten, wobei 0 ein Prafix, Z € {F, T} und A € Fmlgmog.
Ein Prafix 0 ist dabei eine endliche Folge nattrlicher Zahlen.
Wir nennen fur die Modallogik K

01 zuganglich von O,

wenn
01 = 0N

fir ein geeignetes N ist.
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Formelklassen

a-Formelnsind: T AAB, FAvVB, FA—B, F-A
B-Formelnsind: TAVB, FAAB, TA—B, T-A

v-Formeln: T VXA(X), F 3xA(X)
d-Formeln: T IXA(X), F VXA(X)
v-Formeln: T OA, FOA

T-Formeln: T A, F OA
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Nachfolgerformeln

Jeder a- und [-Formel ordnen wir zwei Nachfolgerformeln a1, d>
bzw. 31, B2 zu:

a a1 | Oz B B | B2
TAANB | TA|TB TAVB [ TA|TB
FAvVB |FA|FB FAAB |[FA|FB
FA—B| TA | FB TA—B | TB|FA
F-A | TA|TA T-A |FA|FA
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Nachfolgerformeln (Forts.)

Den V-, 0-, V-, TkFormeln wird jeweils eine Nachfolgerformel

Yo, - - ., Tlh zugeordnet.
Y

Yo(X)

T VXA(X)
F 3IXA(X)

T A(X)
F A(X)

o

60 (X)

TOA|TA
FOA|FA

T IXA(X)
F VXA(X)

T A(X)
F A(X)

TOA|TA
FOA|FA
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Aussagenlogische Tableauregeln

Fir jede a-Formel q, jede 3-Formel 3 und jedes Préfix o:

oa of3

004 o3, oder a3,
)0 )
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Tableauregeln fur Quantoren

FUr jede y-Formel y und jedes Préfix O:
oy
OYo(X)

wobel X eine neue frele Variable ist.
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Tableauregeln fur Quantoren

FUr jede y-Formel y und jedes Préfix O:
oy
OYo(X)

wobel X eine neue frele Variable ist.

Fir jede 0-Formel 0 und jedes Préfix o:

00
odo(f(Y1,---,¥Yn))

wobei f ein neues Skolemfunktionszeichen ist
und Y1,...,Y, die freien Variablen in 0.
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Modale Tableauregeln

Fur jede v-Formel v und jedes Prafix O:

oV
0'Vg

wobei 0’ von 0 aus zuganglich sein und auf dem Pfad, der durch
diese Regel verlangert wird, schon vorkommen mul3.
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Modale Tableauregeln

Fur jede v-Formel v und jedes Prafix O:

oV
0'Vg

wobei 0’ von 0 aus zuganglich sein und auf dem Pfad, der durch
diese Regel verlangert wird, schon vorkommen mul3.

Fur jede TeFormel Ttund jedes Prafix O:
OTl
0'Tl
wobei 0’ eine unbeschrankte Erweiterung von o ist, d.h.,

o’ ist von 0 aus erreichbar und ¢’ ist kein Anfangssttick eines
anderen Prafixes auf dem Pfad.
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Varianten

Die angegebenen V- und T-Regeln sind korrekt und vollstandig ftr
die modale Logik K.
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Varianten

Die angegebenen V- und T-Regeln sind korrekt und vollstandig ftr
die modale Logik K.

Fur andere Logiken mussen neben einer moglichen Anderung der
Zugéanglichkeitsrelation fur Prafixe auch die beiden modalen Regeln
eventuell modifiziert werden.
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Varianten

Die angegebenen V- und T-Regeln sind korrekt und vollstandig ftr
die modale Logik K.

Fur andere Logiken mussen neben einer moglichen Anderung der
Zugéanglichkeitsrelation fur Prafixe auch die beiden modalen Regeln
eventuell modifiziert werden.

Ein Tableau, das mit Hilfe der obigen Regeln aufgebaut ist, nennen
wir ein K-Tableau.
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Varianten

Die angegebenen V- und T-Regeln sind korrekt und vollstandig ftr
die modale Logik K.

Fur andere Logiken mussen neben einer moglichen Anderung der
Zugéanglichkeitsrelation fur Prafixe auch die beiden modalen Regeln
eventuell modifiziert werden.

Ein Tableau, das mit Hilfe der obigen Regeln aufgebaut ist, nennen
wir ein K-Tableau.

In der Logik $4 ist ein Prafix ¢’ von 0 aus zuganglich genau dann,
wenn O ein Anfangsstiick von 0’ ist. Insbesondere kann auch 0’ = o0

sein.
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
1 TOA (2) aus 1
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FO(OAVB) (3) aus 1

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p.:



Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FO(OAVB) (3) aus 1
11 FOAVB (4) aus 3
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FO(OAVB) (3) aus 1
11 FOAVB (4) aus 3
11 F OA (5) aus 4
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FO(OAVB) (3) aus 1
11 FOAVB (4) aus 3
11 F OA (5) aus 4
(6)

11 FB
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FO(OAVB) (3) aus 1
11 FOAVB (4) aus 3
11 F OA (5) aus 4
11 FB (6) aus 4
111 FA (7) aus 5
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB)

1

1 FO(OAVB)

11
11
11
111
111

T OA

F OAVB
F OA
FB

FA
TA
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Beispiel eines S4-Tableaus

1 FOA— O(OAVB) (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FO(OAVB) (3) aus 1
11 FOAVB (4) aus 3
11 F OA (5) aus 4
11 FB (6) aus 4
111 FA (7) aus 5
111 TA (8) aus 2

Im K-Kalkil dagegen kann in Zeile 8 nur 11 T A stehen,
was nicht reicht, um das Tableau zu schliel3en.
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA— CA (1)
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)
1 TOA (2) aus 1
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FOA (3) aus 1

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p.:



Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FOA (3) aus 1

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p.:



Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)
1 TOA (2) aus 1
1 FOA (3) aus 1

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

Ohne die Einschrankung, daf3 das Prafix schon auf dem Pfad
vorkommen mul3, konnten wir das Tableau schliel3en.
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FOA (3) aus 1
11 TA (4) aus 2

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

Ohne die Einschrankung, daf3 das Prafix schon auf dem Pfad
vorkommen mul3, konnten wir das Tableau schliel3en.
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FOA (3) aus 1
11 TA (4) aus 2
11 FA (5) aus 3

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

Ohne die Einschrankung, daf3 das Prafix schon auf dem Pfad
vorkommen mul3, konnten wir das Tableau schliel3en.
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FOA (3) aus 1
11 TA (4) aus 2
11 FA (5) aus 3

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

Ohne die Einschrankung, daf3 das Prafix schon auf dem Pfad
vorkommen mul3, konnten wir das Tableau schliel3en.

Die Formel OA — OAlist aber keine K-Tautologie.
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Einschrankung der Vv-Regel

1 FOA—<CA (1)

1 TOA (2) aus 1

1 FOA (3) aus 1
11 TA (4) aus 2
11 FA (5) aus 3

Es ist keine Regel mehr anwendbar.

Ohne die Einschrankung, daf3 das Prafix schon auf dem Pfad
vorkommen mul3, konnten wir das Tableau schliel3en.

Die Formel OA — OAlist aber keine K-Tautologie.

Fazit: Die Einschrankung an die V-Regel ist notwendig flr die
Korrektheit des Kalkdils.

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p.’



Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
1 F-<0Op (3) aus 1
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv-o0p

1 FOp

1 F-00Op
123 F p
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)

1 FOp (2) aus 1

1 F-<0Op (3) aus 1
123 F p (4) aus 2

1 T<oOp (5) aus 3
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)

1 FOp (2) aus 1

1 F-<0Op (3) aus 1
123 F p (4) aus 2

1 T<oOp (5) aus 3

Fortsetzung unter Mif3achtung der Einschrankung an die T-Regel

B. Beckert: Nicht-klassische Logiken —p.:



Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
1 F-<0Op (3) aus 1
123 Fp (4) aus 2
1 ToOp (5) aus 3
12 T Op (6) aus 5

Fortsetzung unter Mif3achtung der Einschrankung an die T-Regel
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
1 F-<0Op (3) aus 1
123 Fp (4) aus 2
1 ToOp (5) aus 3
12 T Op (6) aus 5
123 T p (7) aus 6

Fortsetzung unter Mif3achtung der Einschrankung an die T-Regel
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
1 F-<0Op (3) aus 1
123 Fp (4) aus 2
1 ToOp (5) aus 3
12 T Op (6) aus 5
123 T p (7) aus 6

Fortsetzung unter Mif3achtung der Einschrankung an die T-Regel

Die Formel OpV —=<0Op ist aber keine S4-Tautologie.
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Einschrankung der TtRegel

1 FOpv—-<Op (1)
1 FOp (2) aus 1
1 F-<0Op (3) aus 1
123 Fp (4) aus 2
1 ToOp (5) aus 3
12 T Op (6) aus 5
123 T p (7) aus 6

Fortsetzung unter Mif3achtung der Einschrankung an die T-Regel
Die Formel OpV —=<0Op ist aber keine S4-Tautologie.

Fazit: Die Einschrankung an die TeRegel ist notwendig fur die
Korrektheit des Kalkdls.
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Geschlossenes Tableau Im K-Kalkul

1 F(OAAOB) — O(AAB) (1)

1 TOAAOB (2) aus 1

1 FO(AAB) (3)aus 1

1 TOA (4) aus 2

1 TOB (5) aus 2
11 FAAB (6) aus 3
11 TA (7) aus 4
11 TB (8) aus 5

11FA (9 aus(6) 11 FB (10) aus (6)
abgeschl. (9,7) abgeschl. (10,8)
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Noch ein Beispiel im K-Kalkdl

1 FO(AAB) — (OAAOB)

1 T O(AAB)

1 FOAAOB

1 FOA (4)[3
11 FA (6)|4]
11 TAAB  (7)[2
11 TA (8)[7
11 TB (9)|7]
abgeschl. (8,6)

11
11
11
11

F OB

F B

T AAB
TA

TB
abgeschl.

Man beachte: Formel (2) wird zweimal benutzt.
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Ein $4-Tableau

1 FOoop—<Op (1)
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Ein $4-Tableau

1 FOOp— <Op (1)
1 TOOp (2)[1]
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 TOOp (2)[1]
1 F<oOp (3)[1]
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 TOOp (2)[1]
1 F<oOp (3)[1
1 TOp (4)2
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 TOOp (2)[1
1 F<oOp (3)[1
1 TOp (4)[2
1 FOp (5)3
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 TOoOp (2)[1
1 F<oOp (3)[1
1 TOp (4)[2
1 FoOp (5)3
11 Tp (6)[4
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 Tadop (2)[1]
1 F<oOp (3)[1
1 TOp (412
1 FOp (5)[3
11 Tp (6)[4
12 Fp (7)[5]
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Ein $4-Tableau

1 FOOp—<0Op (1)
1 TOOp (2)[1]
1 F<oOp (3)[1
1 T op (4)2
1 FOp (513
11 Tp (6)14
12 Fp (75
11 T Op (8)[2]
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Ein $4-Tableau

1 Foop—<Op (1) 11 FoOp (93
1 TOOp (2)[1]
1 F<oOp (3)[1
1 Top (4)[2
1 FOp (513
11 T p (6)[4
12 F p (7[5
11 TOp (8)[2]
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Ein $4-Tableau

1 Foop—<Op (1) 11 FoOp (93
1 TOOp (2)[1] 12 ToOp  (10)[2
1 F<oOp (3)[1
1 Top (4)[2
1 FOp (513
11 T p (6)[4
12 F p (7[5
11 TOp (8)[2]
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1] 12 TOp (10)[2]
1 F<oOdp (3)[1] 12 Fdp (11)[3
1 TOp (4)12
1 FOp (®)3
11 Tp (6)14
12 Fp (7[5
11 TOp (8)[2)
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1] 12 TOp (10)[2]
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 Top (4)[2 111 Tp (128
1 FOp (513

11 Tp (6)[4

12 Fp (75

11 TOp (8)[2)
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1 12 T<Sp (102
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 TOp (4)[2 111 T p (12)(8!
1 Fdp (5[3 112 F p (13)[9!
11 Tp (6)[4
12 Fp (75
11 T <Op (8)[2
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1 12 T<Sp (102
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 TOp (4)[2 111 T p (12)(8!
1 Fdp (5[3 112 F p (13)|9
11 Tp (6)[4] 121 Tp (14)[10
12 Fp (75

11 T <Op (8)[2
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1 12 T<Sp (102
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 TOp (4)[2 111 T p (12)(8!
1 Fdp (5[3 112 F p (13)|9
11 Tp (6)[4] 121 Tp (14)[10
12 Fp (7)[5] 122 Fp (15[11
11 T <Op (8)[2
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOoOp (2)[1 12 TOp (10)[2
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 TOp (4)[2 111 Tp (12)[8
1 FOp (5)[3 112 Fp (13)[9!
11 Tp (6)[4] 121 Tp (14)[10
12 Fp (7)[5] 122 Fp (15[11
11 TOp (8)[2

Tableau terminiert nicht.
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Ein $4-Tableau

1 FOop—<Op (1) 11 FoOp (9[3
1 TOOp (2)[1 12 T<Sp (102
1 FoOp (3)[1] 12 Fop (113
1 TOp (4)[2 111 T p (12)(8!
1 Fdp (5[3 112 F p (13)|9
11 Tp (6)[4] 121 Tp (14)[10
12 Fp (7)[5] 122 Fp (15[11
11 T <Op (8)[2

Tableau terminiert nicht.

OO p — <COpist keine S4-Tautologie.
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