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Inhalt von Teil IV
@ Die von Kellerautomaten (Push-Down-Automaten, PDAs) erkannten
Sprachen sind genau die vom Typ 2 (kontextfrei).

@ Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken.

@ Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen.

@ Effiziente Algorithmen fur Probleme Uber PDAs
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Teil IV

Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

o Ableitungsbiaume
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Zur Erinnerung: kontextfreie Grammatiken

Kontextfreie Grammatiken

@ Kontextfreie Regel:
Eine Variable wird durch ein Wort ersetzt,
(egal in welchem Kontext die Variable steht)

@ Es wird eine einzelne Variable ersetzt.

@ Das Wort in der Conclusio kann Variablen und Terminale in beliebiger
Mischung enthalten.
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Ableitungsbaume

Definition 18.2 (Ableitungsbaum zu einer Grammatik)
Sei

G=(V,T,R,S)
eine kontextfreie Grammatik.

Ein Ableitungsbaum (parse tree) zu G ist ein angeordneter Baum

Zur Erinnerung: kontextfreie Sprachen

Beispiel 18.1 (kontextfreie Sprachen)

e {a"b" | ne Ny}
o {a"ba" | ne Ny}
o {wwf|we{ab}*}

B=(W,E,v)
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Ableitungsbaume

Definition 18.3 (Ableitungsbaum zu einer Grammatik, Fortsetzung)

Zudem muss gelten:
@ Jeder Knoten v € W ist mit einem Symbol aus VU T U {e} markiert.
@ Die Wurzel vy ist mit S markiert.
@ Jeder innere Knoten ist mit einer Variablen aus V markiert.
@ Jedes Blatt ist mit einem Symbol aus T U {€} markiert.

@ Ist v € W ein innerer Knoten mit S6hnen vy, ..., vk in dieser Anordnung
und ist A die Markierung von v und A; die Markierung von v;,
dannist A— Ay...Ax € R.

@ Ein mit € markiertes Blatt hat keinen Bruder
(denn das entspréache einer Ableitung wie A — abeBc).

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Ableitungsbdume SS 2007 221/359



Ableitungsbaume

Ablesen eines Wortes vom Ableitungsbaum

Wenn Wort w von Grammatik G erzeugt wird,
dann gibt es einen Ableitungsbaum mit den Buchstaben von w
als Blatter von links nach rechts.

Die Blatter eines Ableitungsbaumes sind angeordnet.
Es gibt eine Ordnung unter den Séhnen eines Knotens.
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Ableitungsbaume

Theorem 18.6

Sei G= (V,T,R,S) eine kontextfreie Grammatik.
Dann gilt firw € T*:

(S=%w) gdw Es existiert ein Ableitungsbaum zu G mit Front w.

Beweis.
Einfach aus den Definitionen. O
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Ableitungsbaume

Definition 18.4

Seien by, b, Blatter. Dann:

by < b gdw by, b sind Briider, und by liegt "links” von bo,
oderav,vi,vo e W v = vy, v— Vo, vy < W
und v; ist Vorfahre von b; firi € {1,2}.

Definition 18.5

Sei {by,..., b} die Menge aller Blatter in B mit by < ... < by, und sei A; die
Markierung von b;.
Dann heil3t das Wort Ay ... A, die Front von B.
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Ableitungsbaume: Beispiel

Beispiel 18.7

Grammatik fiir die Menge aller aussagenlogischen Formeln Uiber den
Variablen {x, xo, X1, X2, ...}

G: ({S7A7 N7 NI}? {X707‘ M 797 (7)7/\,V7“}, RJ S)

mit der Regelmenge

R={S - (SAS)|(SVS)|-S|A

A —>X‘XN
N — 1N |2N"| ... |9N"| 0
N —ON [IN"| ... |9N"| &}
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Ableitungsbaume: Beispiel

Ableitungsbaum fiir ((—x A x38) V x2)

( S ~ S )
T |
( S ~ S ) A
N >
X N
A
-1 S
X N 2 N’
A I\ |
3 N’ €
X
NN
8 N’
|
£
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Links- und Rechtsableitung

Definition 18.8 (Linksableitung)

Eine Ableitung
Wi =, Wo =, ... =, Wy

heiBt Linksableitung falls w;, 1 durch Ersetzen der linkesten Variable in w;
entsteht flr alle i < n.

Die Rechtsableitung ist analog definiert.
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Ableitungsbaume: Beispiel

Ableitung fir ((—x A x38) V x2)

Der Ableitungsbaum steht fir viele dquivalente Ableitungen, darunter diese:
S (SVvS) =
(SAS)VS) = (=SAS)VS) =
(FAAS)VS) = (~x AS)VS) =
(kxNA)VS) = ((=x A xN) v S) =
((-x AXx3N)VS) = ((-xAx38N)VS) =
((hx A x38)VS) = ((—x A x38) V A) =
((-x A x38)VxN) = ((-x Ax38)Vx2N) =
((=x A x38) V x2)
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Mehrdeutigkeit

Definition 18.9 (Mehrdeutigkeit)
Eine cf-Grammatik G hei3t mehrdeutig

gdw

es gibt ein Wort w € L(G),

zu dem es in G zwei verschiedene Linksableitungen gibt.
Eine Sprache L € L, hei3t inhdrent mehrdeutig

adw

alle kontextfreien Grammatiken fir L sind mehrdeutig.

Bemerkung

Eine Grammatik G ist mehrdeutig, gdw :
es gibt zwei verschiedene Ableitungsbaume in G mit gleicher Front.
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Mehrdeutigkeit: Beispiele Mehrdeutigkeit: Beispiele

Beispiel 18.10 (Mehrdeutigkeit) / K\ K

Eindeutige Grammatik fir aussagenlogische Formeln: K ~ K K//\\K
S >(SAS|(SVS)|-S|A PN | | /‘
A — x | xN K A~ K D D K A K
N — 1N |2N'| ... |9N' |0 | | T7INN | | |
N —ON |1N'| ... |9N'| &} D D (Dv D) L D D
| | ] | | TINN
Mehrdeutige Grammatik fir aussagenlogische Formeln: L L L L A L ( D+ D
K— KAK|D Regel mit Klammer-Ersparnis! A -y A A X -y L L
D— (DVD)|L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
L—--AlA X v w A A
A—v|w|x|y|z | |
\Y w
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Mehrdeutigkeit: Beispiele Teil IV

Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

e Umformung von Grammatiken

Beispiel 18.11 (Inharente Mehrdeutigkeit)

Die Sprache
L:={adb/c"|i=joderj=k}

ist inharent mehrdeutig.
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Startsymbol nur links

Einfache Annahme

Im folgenden soll fur alle cf-Grammatiken gelten:
Das Startsymbol S kommt nie auf einer rechten Regelseite vor.

Ist das bei einer Grammatik nicht gegeben, kann man es wie folgt erreichen:
@ Fihre ein neues Startsymbol Sy, ein
@ Fige die Regel

Speu — S

hinzu.
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Nutzlose Symbole

Definition 19.1 ((co-)erreichbare, nutzlose Symbole)
Sei G=(V,T,R,S) eine Grammatik.
Ein Symbol x € (VU T) heift

erreichbar: Esgibta, € (VUT)": S =" axp
co-erreichbar: Esgibtw e T":x =7 w

nutzlos: x ist nicht erreichbar oder nicht co-erreichbar.
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Nutzlose Symbole

Nutzlose Symbole und Regeln: Intuition

@ Variablen und Symbole, die vom Startsymbol aus unerreichbar sind.
@ Variablen, von denen aus kein Terminalwort abgeleitet werden kann.
@ Regeln, die solche Variablen und Symbole enthalten
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Nutzlose Symbole

Theorem 19.2 (cf-Grammatik ohne nutzlose Symbole)

IstG=(V, T, R, S) eine cf-Grammatik mit L(G) # 0,
dann existiert eine cf-Grammatik G' = (V', T',R',S') mit:
e G ist dquivalent zu G.
@ Jedes x € (VUT) ist erreichbar und co-erreichbar.

Man kann G’ aus G effektiv konstruieren:

@ Wie im folgenden beschrieben, die nutzlosen Symbole bestimmen.
@ Diese Symbole und alle Regeln, die sie enthalten, entfernen.
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Nutzlose Symbole

Algorithmus zur Berechnung der co-erreichbaren Variablen

Input: Grammatik G= (V,T,R,S)
Output: co-erreichbare Variablen

Alt:=0
Neu:={AeV|3Iwe T  (A—-weR)}

while Alt # Neu

Alt := Neu
Neu := Alt U{A€ V|3Ja e (TUAlt)* (A—oacR)}
output Neu
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Normalform fiir Regeln

Theorem 19.3 (Normalform)

Zu jeder Grammatik G (beliebigen Typs)
existiert eine dquivalente Grammatik G/,
bei der fiir alle Regeln P — Q € R’ gilt:

@ Q € V* und P beliebig
@ QeTundPeV

Fiir alle Typen auBer den linearen hat G' denselben Typ wie G.
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Nutzlose Symbole

Algorithmus zur Berechnung der erreichbaren Symbole

Input: Grammatik G= (V,T,R,S)
Output: erreichbare Symbole

Alt :=0
Neu := {S}
while Alt # Neu
{
Alt := Neu
Neu:= AltU{x e (V'UT")| JA€ Alt
do,Be (V'UT")*
(A—oxBeR)}

output Neu
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Normalform fiir Regeln

Beweis.

Fir jedes Terminal t € T erzeuge man eine neue Variable V;.
o V' =VU{V|teT}
@ R entsteht aus R, indem fiir jede Regel P — Q € Rin Q alle Vorkommen

eines Terminals t durch die zugehdrige Variable V; ersetzt werden.
AuBerdem enthéalt R fir jedes t € T eine neue Regel V; — t.

Also L(G') = L(G),
und firr alle Sprachklassen auBBer L3 hat G’ denselben Typ wie G. O
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Elimination von £-Regeln

Variablen, aus denen € ableitbar ist, sollten eliminiert werden

Definition 19.4 (¢-Regel, nullbare Variablen)

Eine Regel der Form
P—e¢e (P eine Variable)
hei3t e-Regel.

Eine Variable A heif3t nullbar,
falls

*

A="¢
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Elimination von £-Regeln

Algorithmus zur Berechnung der nullbaren Variablen

Input: Grammatik G= (V,T,R,S)
Output: nullbare Variablen

S 0.B.d.A. in keiner Regel rechts

Alt:=0
Neu:={AcV|A—ecR}
while Alt # Neu
{ Alt:= Neu
furalle (P— Q) € Rdo
{ ifQ=A...A, and A; € Neufur1 <i<nand P ¢ Neu,
then Neu := NeuU {P}
¥

}

output Neu
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Elimination von £-Regeln

Theorem 19.5 (e-Regeln sind eliminierbar)

Zu jeder cf-Grammatik G existiert eine dquivalente cf-Grammatik G'

@ ohne g-Regeln und nullbare Variablen,
falls € & L(G),

@ mit der einzigen e-Regel S — € und der einzigen nullbaren Variablen S,
falls € € L(G) und S das Startsymbol ist.
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Ausgangsgrammatik G habe die Normalform, bei der flr jede Regel P — Q:
Qe VioderQeT.

Fir jede Regel P — Ay ... A, generiere alle méglichen Kombinationen
P—oy...0p
mit
e a; € {e A} falls A nullbar
@ o; = A; falls A; nicht nullbar

Dann

@ Fige alle diese neuen Regeln zur Grammatik hinzu

@ Entferne alle Regeln der Form A—emit A# S
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Zu zeigen:
Fur die neue Grammatik G’ gilt: L(G') = L(G)

Vorgehen:

@ G hat die Normalform:
Fir jede Regel P — Qgilt Q€ V* oder Qe T.

@ Wir beweisen die etwas starkere Behauptung
furalle Ac V furallew € (VUT)* —{¢}
(A=%w) gdw (A =, w)),
@ Daraus folgt sofort L(G') = L(G).
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

AuBerdem gelte in der Ausgangsgrammatik G: A==" w # €in n+1
Schritten.
Dann gilt:

e A=, W ="w,

oW =A A =lw. . w=w,

@ und es wird jeweils A; zu w; in héchstens n Schritten fir geeignete

WAL AL W, W
@ Per Induktionsvoraussetzung gilt also schon:

e Entweder A; =>’(;, w;
o oderw; =¢fir1 <j</.
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

"= Wir zeigen: Aus A== w folgt A =>Z, w (Induktion Uber Lange
einer Ableitung von A nach w in G).

Induktionsanfang: L&nge = 0.
Dannist w = A, und A =", Agiltimmer.
Induktionsschritt: Es sei schon gezeigt: Wennin Gin n
Schritten eine Ableitung B =7, u durchgefuhrt
werden kann, dann folgt, daB in G’ die Ableitung
B =7, umdglich ist.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Umformung von Grammatiken S8 2007 247/ 359

Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Fall 1: w; = ¢, A, ist nullbar.
Dann gibt es in G’ eine Regel A — Ay ...A;_1Ai;1...A; nach
der obigen Konstruktionsvorschrift fiir G, falls
Ay...Ai_1Ai11...Ar # €. Das ist der Fall, denn sonst héatten wir:
A=— w' = &€ =>* w = € (aus nichts wird nichts), aber w = € ist
ausgeschlossen.

Fall 2: w; # €. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung
A :>2, w;.
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Wir haben also folgendes gezeigt:

Seil={ic{1...0} | w#¢€} £0.

Dann gibt es in R’ eine Regel A — A, ... A;, mit I = {i,...,in}, und die A;
sind so angeordnet wie in der urspriinglichen Regel A — Ay ... Ap.

Mit dieser neuen Regel kénnen wir w so ableiten:

*
A:>G, A,‘1...A,'I77 :>G/ Wi ... W, =Ww

'm
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Nach der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:
o fir die Originalgrammatik G gibt es Ableitungen A; =7 w;
@ damit gibt es auch eine Ableitung Ay ... Ay =7 w.

Daesin G eine Ableitung A=>_, A ...A, gibt, gibt es in R’ eine Regel
A— A;...As. Wie ist diese Regel aus R entstanden?

Eine Regel in R’ entsteht aus einer Regel in R, indem einige nullbare
Variablen gestrichen werden. Es gab also in G nullbare Variablen B; bis B,
so daf3 R die Regel

A= At A BiAL .. AuBo.. AmBmAmyit .. Al

enthalt. (m kann auch 0 sein, dann war die Regel selbst schon in R.)
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

7" Wir zeigen: Aus A :>Z, w folgt A==-" w (Induktion (iber L&nge einer
Ableitung von A nach w in G'):

Induktionsanfang: Lange = 0. Dannist w = A, und A :>Z A gilt immer.
Induktionsschritt: Es gelte fir alle Ableitungen A :Z/ w einer Lange
von héchstens n, daB A =7 w.
Ist A :Z, w eine Ableitung der Lange n-+1, so gibt es ein
£, Worter wy, ..., wp und Variablen A¢,..., Ay mit A ==
AL A :>2, w=w;...w. Es gilt jeweils A; :>’;, w; in
hochstens n Schritten, und w; # €.
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Elimination von £-Regeln

Beweis (Forts.)

Also giltin G:

A:>G Aq ...Ag1B1Ag1+1 ...AzzB2...AmBmAm+1 Y
:>Z Aq ...Ag1Ag1+1 ...Agz...AmAm_H LA :>:; w

da ja B; =7, & mdglich ist. O

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Umformung von Grammatiken SS 2007 253 /359



Elimination von £-Regeln: Beispiel Elimination von £-Regeln

Beispiel 19.6
R: R : Beobachtung

S — ABD S— ABD|AD|BD|D @ Der Algorithmus l&sst nutzlose Variablen zurick,

A— ED | BB A— ED|BB|B die nicht in Pramissen auftauchen

B— AC |¢ B— AC|A|C (und deshalb nicht co-erreichbar sind).

C—e¢ Hier: C.

D—d D—d @ Der Algorithmus lasst nutzlose Regeln zurlick.
E—e E—e Hier: B— AC | C.

Fur die Regelmenge R in der linken Spalte sind die Variablen A, B, C nullbar.

Der obige Algorithmus erzeugt aus R die rechts aufgefiihrte Regelmenge R'.
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