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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion:
Busy Beaver

Definition 15.1 (Busy Beaver)

Die Funktion BB : N — N sei wie folgt definiert

n— f(n) := die maximale Anzahl an Einsen, die eine hal-
tende DTM mit maximal n Zustanden auf ei-
nem leeren Band erzeugen kann
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion:
Busy Beaver

BB wachst extrem schnell

Exakte Werte von BB(n) fiir n > 4 nicht bekannt.

e BB(4) > 4098
@ BB(5) > 1,29 x 10865

Theorem 15.2 (BB ist nicht berechenbar)

BB wiéchst zu stark um berechenbar zu sein:
Es gibt keine DTM, die BB berechnet.
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion:
Busy Beaver

Beweis (zweiter Teil)

Angenommen, es gabe eine DTM BB, die BB berechnet.
Sie habe ny Zustande.
Wir betrachten folgende zusammengesetzten Maschine:
@ zuerst schreibt sie m Einsen auf das leere Band
@ dann fihrt sie BB aus
Diese Maschine kommt mit ny + | 3 | + 10 Zustanden aus

Sei nun m so grof3, dass
m
m> ny+ LEJ +10

Dann schreibt die neue Maschine BB(m) Einsen auf das Band und arbeitet
mit streng weniger als m Zustanden: Widerspruch. O
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion:
Busy Beaver

Beweis (erster Teil)

Man kann immer mindestens ein \ mehr erzeugen, wenn man einen weiteren
Zustand zur Verfligung hat:

@ man benennt den Haltezustand um in g, und geht in den richtigen
Haltezustand h nur, wenn man in gne, €in Blank # gelesen hat. Zusatzlich
ersetzt man das Blank durch |).

@ Wenn man ein | liest, geht man nach rechts und bleibt in gney.

Damit haben wir bewiesen:
BB waéchst streng monoton.
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion:
Busy Beaver

Intuitive Ursache des Widerspruchs

BB selbst hat fixe GroBe,
Sie muss mehr Einsen schreiben kdnnen als jede Maschine ihrer GroBe.
Also muss sie insbesondere mehr Einsen schreiben als sie selbst

Widerspruch
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Goderlisierung von DTMs

Definition 15.3 (Goderinummern von DTMs)

DTMn werden als Gédelzahlen kodiert:
@ DTMs kénnen als Gédelwdrter dargestellt werden.

@ Die Buchstaben der Godelworter kdnnen in Ziffern kodiert wrden,
um Godelnummern zu bekommen.

@ Notation: (M) fur die Godelnummer der DTM M.
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Halteproblem

Definition 15.5 (Allgemeines Halteproblem)

Das allgemeine Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n
bei Eingabe 7 halt.

Es entspricht der Sprache

Hang := {(n, i) | M, halt bei Eingabe i}.
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Goderlisierung von DTMs

Definition 15.4 (Jede Zahl ist Gédelnummer)

Jede natiirliche Zahl n soll Godelnummer einer DTM M, sein.

Wir definieren

A M, falls g(M) =n
ne Mhalt falls ﬁM Q(M) =n

Mpar ist eine TM, die sofort anhalt und weiter nichts tut.
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Halteproblem

Definition 15.6 (Spezielles Halteproblem)

Das spezielle Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n
bei Eingabe n halt.

Es entspricht der Sprache

H = {n| M, hélt bei Eingabe n}.
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Halteproblem

Definition 15.7 (Null-Halteproblem)

Das Null-Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n bei
leerer Eingabe halt.

Es entspricht der Sprache

Hy := {n| M, halt bei leerer Eingabe}

Manchmal auch:
“bei Eingabe 0” anstatt “bei leerer Eingabe”.
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Totalitatsproblem

Definition 15.9 (Totalitatsproblem)

Das Totalitatsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n bei
jeder Eingabe aus X* halt.

Es entspricht der Sprache

T :={n| M, halt bei jeder Eingabe aus L*}.
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Leerheitsproblem

Definition 15.8 (Leerheitsproblem)

Das Leerheitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n bei
keiner Eingabe aus X* halt.

Es entspricht der Sprache

E :={n | M, hélt bei keiner Eingabe aus X*}.
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Gleichheitsproblem

Definition 15.10 (Gleichheitsproblem)

Das Gleichheitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n die
gleiche Sprache Uber X akzeptiert wie die DTM mit Gédelnummer m.

Es entspricht der Sprache

Eq:={(n,m)| M, akzeptiert die gleiche
Sprache Uber £ wie M, }.
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Entscheidbarkeitsproblem

Definition 15.11 (Entscheidbarkeitsproblem)

Das Entscheidbarkeitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer
n eine entscheidbare Sprache Uber ¥ akzeptiert.

Es entspricht der Sprache

Ent:={n| M, akzeptiert eine
entscheidbare Sprache tber L}.
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Beweis (A. Turing)

Beweis durch Widerspruch mit einem Diagonalisierungsargument.

Angenommen, es gebe eine DTM K,
die das spezielle Halteproblem entscheidet.
Konstruiere eine neue Maschine aus H:

@ Wenn H ,Y* antwortet,
geht sie in eine Endlosschleife (termniniert nicht).

@ Wenn M, ,N“ antwortet,
terminiert sie.

Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Satz 15.12 (Halteproblem ist unentscheidbar)

Das spezielle Halteproblem # ist unentscheidbar.

Die neue Maschine habe Gédelnummer n.
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Beweis (A. Turing), Forts.

Was macht M, bei Eingabe n?

@ Falls M, bei Eingabe n terminiert,
dann antwortet J auf Eingabe n mit ,N“,
dann terminiert M, auf Eingabe von n nicht
Widerspruch!

@ Falls M, bei Eingabe n nicht terminiert,
dann antwortet H auf Eingabe n mit ,Y*,
dann terminiert M,, auf Eingabe von n
Widerspruch!

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Unentscheidbarkeit SS 2007 253 /261



Akzeptierbarkeit des Halteproblems Reduktion von Problemen

Satz 15.13 (Akzeptierbarkeit von %)

Das spezielle Halteproblem H ist aufzahlbar. D. h. die Sprache Wie zeigt man, daB ein Problem unentscheidbar ist?

H ={n| M, hélt bei Eingabe n }

Reduktion (informell)

ist akzeptierbar. . . . .
Wir geben eine totale, berechenbare Funktion f angeben, die

@ eine Instanz p; von P;

o in eine Instanz p, von P, umwandelt,
Akzeptieren durch Simulation von M, mit Hilfe der universellen DTM. o und zwar so, daB die Antwort zu p ,ja* ist gdw die Antwort zu ps ,ja* ist.
Das Komplement von { ist nicht aufzéhlbar.
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Reduktion von Problemen Reduktion von Problemen

Definition 15.14 (Reduktion)
Seien Ly, L, Sprachen lber N.

L4 wird auf Lo reduziert,
Li =L , - ) ;
Ist L1 <X Ly, und ist Ly unentscheidbar, so ist auch L, unentscheidbar.

gdw

es gibt eine TM-berechenbare Funktion f : N — N, so daf gilt:

vneN (ne L gdw f(n) € Lp).
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Reduktion von Problemen

Beweis.

@ Angenommen, L ist entscheidbar.
@ Sei M, eine Turing-Maschine, die L, entscheidet.

@ Wegen L; < L, gibt es eine Funktion f: N — N € TM mit
ne Ly gdw f(n) € Lp.
@ Sei M; eine DTM, die f berechnet.
@ Dann kann man daraus die Maschine My := MM konstruieren, fir die
gilt:
e My, gestartet mit Input n, halt mit h,#Y#, falls f(n) € Lp, d.h. wenn n € L,
ist.
o My, gestartet mit Input n, halt mit h, #N#, falls f(n) & Lo, d.h. wenn n & L,
ist.

@ Die Maschine M entscheidet also Ly, ein Widerspruch.
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Unentscheidbarkeit

Beweis

Gegeben eine TM M.
Kombiniere diese mit einer DTM, die n aufs Band schreibt.
f(n) sei definiert als die Gédelnummer dieser neuen Maschine.

Mj(ny terminiert auf Eingabe von 0
gdw
M, terminiert auf Eingabe von n

Damit:
Reduktion des speziellen Halteproblems auf das Null-Halteproblem.
(f ist total und berechenbar!)

Also:
Unentscheidbarkeit des Null-Halteproblems folgt aus
Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems
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Unentscheidbarkeit

Satz 15.16 (Unentscheidbarkeit von 7)

Das Null-Halteproblem
Ho={n| M, hélt bei Eingabe 0}

ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit

Weitere unentscheidbare Probleme

Ahnlich kann man per Reduktion die Unentscheidbarkeit der folgenden
Probleme zeigen:

@ ‘E, das Leerheitsproblem.
@ 7, das Totalitatsproblem.
@ ‘Eq, das Gleichheitsproblem.

@ ‘Ent, das Entscheidbarkeitsproblem.
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