Vorlesung
Grundlagen der Theoretischen Informatik /
Einflihrung in die Theoretische Informatik |

Bernhard Beckert
Institut fur Informatik

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Sommersemester 2007

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 1/229



Dank

Diese Vorlesungsmaterialien basieren ganz wesentlich auf den Folien zu den
Vorlesungen von

Katrin Erk (gehalten an der Universitat Koblenz-Landau)
Jirgen Dix (gehalten an der TU Clausthal)

Ihnen beiden gilt mein herzlicher Dank.
— Bernhard Beckert, April 2007

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 2/229




Satz von Kleene

Beweis

= ZUzeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).
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Satz von Kleene

Beweis

= ZUzeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Sei also L = L(A) fur einen endlichen Automaten

A= (K,%,9,s0,F)
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Satz von Kleene

Beweis

= ZUzeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Sei also L = L(A) fur einen endlichen Automaten
A= (K,X,9,5s0,F)
Dazu konstruieren wir eine Grammatik G= (V, T, R, S):

Automat A: inZustand g, liest a, geht in Zustand ¢’
Grammatik: Endvariable g, erzeugt a neue Endvariable ¢’
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Formale Definition der Grammatik:

V=K
T:=X
SZ:S()

R:={qg—aq | 8(q,a)=4q }U
{g—¢ |qeF}
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Formale Definition der Grammatik:

V=K
T:=X
SZ:SO

R:={qg—aq | 8(q,a)=4q }U
{g—¢ |qeF}

Durch Induktion Uber die Lédnge eines Wortes w:

S=>,wq gdw  &(s,w)=q
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Formale Definition der Grammatik:

V=K
T:=X
SZ:SO

R:={qg—aq | 8(q,a)=4q }U
{g—¢ |qeF}

Durch Induktion Uber die Lédnge eines Wortes w:
S=_,wq gdw & (so,w)=gq

Daraus: S=*w gdw 3JgeF (S=*wg= w)
gdw 3g e F (8(so,w) =q)
gdw we L(A)
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

~=" zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A der sie akzeptiert.
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

~=" zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fur eine rechtslineare Grammatik

G:(V7 T7R?S)
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

~=" zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fur eine rechtslineare Grammatik
G = (V7 T? R? S)
Dazu konstruieren wir einen e-NDEA A = (K, X,A,[,F) mit:

K:=VU {QStop} (Qstop NeU)

I:={S}
Zoe=T
F:= {QStop}
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Definition von A:

A( (X7U)7 X/) <—def X — UX/ €R
A((X,u), QStop) gt X—UER

fur X, X' € Kund u € £*
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Definition von A:

A( (X7U)7 X/) <—def X — UX/ €R
A((X,u), QStop) gt X—UER

fur X,X' € Kund u e L*
Durch Induktion Uber die Lénge einer Ableitung:

S:>ZW gdw A*((S,W), QStop) gdw WEL(.A)
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Definition von A:

A( (X7U)7 X/) <—def X — UX/ €R
A((X,u), QStop) gt X—UER

fur X,X' € Kund u e L*
Durch Induktion Uber die Lénge einer Ableitung:
S=_w gdw A*((S,w), Gstop) gdw we L(A)
Wegen Gleichméchtigkeit von e-NDEA- mit DEA-Automaten gibt es dann auch

einen determinierten endlichen Automaten, der L akzeptiert.
L]
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Satz von Kleene

Beispiel 14.2

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabS
S—¢
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Satz von Kleene

Beispiel 14.2

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabS
S—¢

Sprache

L(G) = {aba,aab}"
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Satz von Kleene

Beispiel 14.2
€-NDEA:
Grammatik G mit Regeln aba
S — abaS
S — aabS >
o N
Sprache € l

L(G) = {aba,aab}" :
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Teil 1l

0 Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
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Teil 1l

e Pumping-Lemma
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Pumping-Lemma

,Aufpumpbarkeit” (informell)

Lange Woérter x € L lassen sich zerlegen
x=uw |v[]>1

so dass
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Pumping-Lemma

,Aufpumpbarkeit“ (informell)

Lange Woérter x € L lassen sich zerlegen
x=uw |v[]>1
so dass

uw...vw=uv"w
~——

i mal

wieder in L liegt (fur alle m > 1)
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Pumping-Lemma

Pumping Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Woérter

wel mit|w|>n

aufgepumpt werden kénnen

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Pumping-Lemma SS 2007 190/ 229



Pumping-Lemma

Pumping Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Woérter

wel mit|w|>n

aufgepumpt werden kénnen

Anwendung
@ Wichtige Information Uber die Struktur regularer Sprachen

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Pumping-Lemma SS 2007 190/229



Pumping-Lemma

Pumping Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Woérter

wel mit|w|>n

aufgepumpt werden kénnen

Anwendung
@ Wichtige Information Uber die Struktur regularer Sprachen

@ Nachweis der Nicht-Regularitat von Sprachen:
Wenn das Pumping-Lemma firr eine Sprache nicht gilt,
dann kann sie nicht regular sein
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

@ Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

@ Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

@ Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m:= |K|.
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

@ Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

@ Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m:= |K]|.

@ Wenn |w| > |K|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

@ Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

@ Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m:= |K]|.

@ Wenn |w| > |K|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.

@ Die Schleife kann auf mehrfach durchlaufen werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

@ Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert
@ Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m:= |K]|.

@ Wenn |w| > |K|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.

@ Die Schleife kann auf mehrfach durchlaufen werden.

@ Das Teilwort v, das der Schleife entspricht kann aufgepumpt werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

Abstrakt gesehen
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle

xeL mit |x|>n
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle
xeL mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
x=uvw  u,v,wexr

mit
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle
xeL mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
x=uvw  u,v,wexr

mit

@ |v|>1
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle
xeL mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
x=uvw  u,v,wexr
mit
@ |v|>1

@ |v|<n
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle
xeL mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
x=uvw  u,v,wexr
mit
@ |v|>1

@ |v|<n

@ uv™wel firallemeN
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.

Sei Wnax das langste Wort in L.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei Wnax das langste Wort in L.

Wir setzen

n.= ‘Wmax’""‘l
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei Wnax das langste Wort in L.

Wir setzen
n.= ‘Wmax’ + 1

Dann gibt es keine Worter x € L, fr die |x| > n gilt.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei Wnax das langste Wort in L.

Wir setzen
n.= ‘Wmax’ + 1

Dann gibt es keine Worter x € L, fr die |x| > n gilt.

Also gilt dann Pumping-Lemma trivialerweise.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

2. Fall: L ist unendlich.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

2. Fall: L ist unendlich.
Sei

A= (K,%,9,s0,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

2. Fall: L ist unendlich.
Sei

A= (K,%,9,s0,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.

Wir setzen

n:=|Kl+1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = XiXo...Xt € L mit |x|=t>n, x€X
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = XiXo...Xt € L mit |x|=t>n, x€X

Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = XiXo...Xt € L mit |x|=t>n, x€X
Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.
Seien

QO7Q13-~,Qt€K,

die Zustande, die beim Akzeptieren von x durchlaufen werden:

Q=50, G€<F, 8qiX)=qp VO<i<t—1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Dat> |K|+1, musses 0 <i<j<t—1gebenmit

@ gi=gq
o |j—il<|K|

i+1-:X

>
XX X. ... X

JCEETAN] |+1 t
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wahle nun:

u:=X4...Xj
VI= Xip1 ... X x=uvwmit1<|v|<n.
W= Xjt1... X
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wahle nun:

u:=X4...Xj
VI= Xip1 ... X x=uvwmit1<|v|<n.
W= Xjt1... X

Damit:

@ Fur alle m > 0 gibt es Wege

Q;,---,9-1,9i,---,9=Gqis---, = - =Gqi---,qj,qj+1,---,qt

m mal
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Waéhle nun:
u:=X4...Xj
VI= Xip1 ... X x=uvwmit1<|v|<n.
W= Xjt1... X

Damit:

@ Fur alle m > 0 gibt es Wege

Q,---,49i-1,9i,---,9 =Qqi,...,q = - =(qj

<o Qi Qi1 -5 Gt

m mal

@ Also: uv™w wird von 4 akzeptiert.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Waéhle nun:
u:=X4...Xj
VI= Xip1 ... X x=uvwmit1<|v|<n.
W= Xjt1... X

Damit:

@ Fur alle m > 0 gibt es Wege

Q,---,49i-1,9i,---,9 =Qqi,...,q = - =(qj

<o Qi Qi1 -5 Gt

m mal

@ Also: uvw wird von A4 akzeptiert.
@ Also: uv"w e L
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Pumping-Lemma: Umkehrung

Wenn fir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regular.
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Pumping-Lemma: Umkehrung

Wenn fir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regular.

@ Es gibt nicht-reguléare Sprachen, fir die das Pumping-Lemma gilt.
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Pumping-Lemma: Umkehrung

Wenn fir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regular.

@ Es gibt nicht-reguléare Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt.

@ Daraus, dass das Pumping-Lemma flr eine Sprache gilt,
folgt nicht, dass sie regular ist.
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