Vorlesung
Grundlagen der Theoretischen Informatik /
Einflihrung in die Theoretische Informatik |

Bernhard Beckert
Institut fur Informatik

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Sommersemester 2007

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 1/343



Dank

Diese Vorlesungsmaterialien basieren ganz wesentlich auf den Folien zu den
Vorlesungen von

Katrin Erk (gehalten an der Universitat Koblenz-Landau)
Jirgen Dix (gehalten an der TU Clausthal)

Ihnen beiden gilt mein herzlicher Dank.
— Bernhard Beckert, April 2007

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 2/343




Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel 22.9

Die Sprache
L=A{we{ab}" |#a(w) =#p(w)}
wird Uber finalen Zustand akzeptiert von dem PDA

M= ({80731}7 {a7 b}? {207A7A757 B}7A7SO7207 {SO})

mit . ..
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.)

Idee:

@ auf dem Stack mitzahlen, wieviel A-Uberhang oder B-Uberhang
momentan besteht
@ Der Stack enthélt zu jedem Zeitpunkt
e entweder nur A/A (A-Uberhang)
e oder nur B/B (B-Uberhang)
e oder nur das Symbol 7, (Gleichstand).
@ Das unterste A bzw. B auf dem Stack ist durch einen Unterstrich
gekennzeichnet.
So weil3 M, wenn er dies Stacksymbol I6scht, daB dann bis zu diesem
Moment gleichviel as wie bs gelesen wurden.
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.)

(So,a,Zo) A (S1,A) (So,b,Zo) A (51, )
(S‘haaA) A (517AA) (S1,b,§) A (S1aBB)
(s1,a,A) A (s1,AA) (s1,b,B) A (s1,BB)
(31,8,5) A (30720) (S1,b,A) A (SO,Z )
(s1,a,B) A (s1,€) (s1,b,A) A (s1,€)
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Push-Down-Automat: Finaler Zustand / leerer Keller

Theorem 22.10 (finale Zustdnde — leerer Keller)
Zu jedem PDA M existiert ein PDA M, mit

Li(M1) = Li(Mp)

Beweisidee

@ Wir simulieren die Maschine M, die Uber finale Zustande akzeptiert,
durch die Maschine M, die Uber leeren Keller akzeptiert.
@ M, arbeitet wie My, mit dem Unterschied:

Wenn ein Zustand erreicht wird, der in M4 final war, kann M5 seinen
Keller leeren.
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Push-Down-Automat: Finaler Zustand / leerer Keller

Theorem 22.11 (leerer Keller — finale Zusténde)

Zu jedem PDA M existiert ein PDA M, mit

Li(My) = L(My)

Beweisidee

@ Wir simulieren die Maschine M, die Uber leeren Keller akzeptiert,
durch die Maschine Mo, die Uber finale Zustande akzeptiert.

@ M, arbeitet wie My,
legt aber ein zusétzliches Symbol ganz unten in den Keller.
Wenn M, seinen Keller geleert hatte (also das neue unterste Symbol
sichtbar wird),
kann M in einen finalen Zustand gehen.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Theorem 22.12 (PDA akzeptieren L>)

Die Klasse der PDA-akzeptierten Sprachen ist L,.

Dazu beweisen wir die folgenden zwei Lemmata, die zusammen die Aussage
des Satzes ergeben.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Lemma 22.13 (cf-Grammatik — PDA)
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen PDA M mit

Beweis

O.B.d.A. sei die kontextfreie Grammatik G= (V, T, R, S) in
Greibach-Normalform: Alle Grammatikregeln haben die Form

A— au mtAe V,aeT,ue V*

Wir konstruieren zu G einen PDA M, der L(G) akzeptiert.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beweis (Forts.)

Idee: Der Automat M

@ vollzieht die Grammatikregeln nach, die angewendet worden sein
kénnten, um das aktuelle Eingabewort zu erzeugen und

@ merkt sich das aktuelle Wort in der Ableitung bzw. dessen Rest

@ merkt sich auf dem Keller alle Variablen, die im gedachten Ableitungswort
noch vorkommen und noch ersetzt werden missen.

@ Die linkeste Variable liegt zuoberst: M arbeitet mit der Linksableitung.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beweis (Forts.)

Genauer:
@ Erzeugung eines Wortes mit G beginnt beim Startsymbol S.
Deshalb S bei M in Startkonfiguration oben auf dem Keller.
@ Angenommen, G hat 2 Regeln mit S auf der linken Seite:
S — aAiA> und S — bBy B,
Angenommen, der erste Buchstabe des Input-Wortes w ist ein a.

Wenn w von G erzeugt wurde, hat G die erste der zwei S-Produktionen

angewendet.
Entsprechend: Der Automat M schiebt Ay A, auf den Stack.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 300/ 343



Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beweis (Forts.)

Genauer:

@ Der zweite Buchstabe des Eingabeworts muss durch Anwendung einer
Regel A; — a;a erzeugt worden sein.
Angenommen, der zweite Buchstabe des Eingabeworts ist a;. Dann
missen die ndchsten Buchstaben des Wortes aus den Variablen in o
entstehen.
Der Automat entfernt Ay vom Stack und legt o auf den Stack.

@ Wenn es zwei Regeln Ay — ajay und A; — a; 0 gibt, dann wahlit M
indeterminiert eine der Regeln aus.

@ Der PDA hat nur einen einzigen Zustand und akzeptiert Uber den leeren
Keller.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beweis (Forts.)

Formal:

M = (K727F7A7SO7ZO7F)

mit
K= {So}
X:=T
Ir=v
2 =S8
F:=0

:={((s0,a,A),(s0,)) | A— ac € R}
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beweis (Forts.)

Damit gilt (Beweis s. Buch):

Es gibt eine Linksableitung S =7 xa.mitx € T*,a € V*
gdw
M rechnet (sp,x,S) F3 (So,€, Q)

Daraus folgt unmittelbar:
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Gleichmachtigkeit: PDAs und kontextfreie Grammatiken

Beispiel 22.14

Die Sprache
L={wnw" | we{ab}"}

wird generiert von der GNF-Grammatik G = ({S, A, B}, {a, b}, R, S) mit

R={ S— aSA|bSB|aA | bB
A—a
B—b}

Daraus kann man einen PDA mit den folgenden Regeln konstruieren:
(s0,a,S) A (so, SA)

(so,a S) A (s9,A)
(s0,b,S) A (s9,SB)
(S0,b,S) A (s0,B)
(50,a,A) A (so,€)

(so,b, B) A (so,¢€)
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