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Komplexitatsklassen

Kénnen wir in NP Probleme finden, die die schwierigsten in NP sind?

Es gibt mehrere Wege, ein schwerstes Problem zu definieren. Sie hangen
davon ab, welchen Begriff von Reduzierbarkeit wir benutzen.

Fir einen gegebenen Begriff von Reduzierbarkeit ist die Antwort: Ja. Solche
Probleme werden vollstandig in der gegebenen Klasse bezlglich des
Begriffs der Reduzierbarkeit genannt.
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Reduktion

Definition 16.7 (Polynomial-Zeit-Reduzibilitét)

Seien Ly, Ly Sprachen.

Polynomial-Zeit: L, ist Polynomial-Zeit reduzibel auf L, bezeichnet mit
Ly =poi L1, wenn es eine Polynomial-Zeit beschréankte DTM
gibt, die fur jede Eingabe w eine Ausgabe f(w) erzeugt, so daf

w e Lp gdw f(w) € Ly
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Reduktion

Lemma 16.8 (Polynomial-Zeit-Reduktionen)

@ Sei L> Polynomial-Zeit-reduzibel auf Ly. Dann gilt
Lo istinNP  wenn Ly inNP ist
Lo istinP  wenn LyinPist

© Die Komposition zweier Polynomial-Zeit-Reduktionen ist wieder eine
Polynomial-Zeit-Reduktionen.
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NP

Theorem 16.9 (Charakterisierung von NP)

Eine Sprache L is in NP genau dann wenn es eine Sprache L' in P und ein
k > 0 gibt, so das fir alle w € ¥ gilt:

weE L gdw. esgibteinc: (w,c) €L und|c| < |w|".

c wird Zeuge (witness oder Zertifikat/certificate) von w in L genannt. Eine
DTM, die die Sprache L' akzeptiert, wird Priifer (verifier) von L genannt.

Ein Entscheidungsproblem ist in NP genau dann wenn jede Ja-Instanz ein
kurzes Zertifikat hat (d.h. seine Lange polynomial in der Lange der Eingabe
ist), welche in polynomial-Zeit verifiziert werden kann.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 290/ 308



Teil VI

9 Vollstandige und harte Probleme
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Volistandige und harte Probleme

Definition 17.1 (NP-vollstéandig, NP-hart)

@ Eine Sprache L heif3t NP-hart (NP-schwer) wenn
jede Sprache L' € NP polynomial-zeit-reduzibel auf L ist.
@ Eine Sprache L hei3t NP-vollstandig wenn sie

@ inNP st (L € NP), und
©Q NP-hart ist

Definition 17.2 (PSPACE-vollsténdig, PSPACE-hart)

@ Eine Sprache L hei3t PSPACE-hart (PSPACE-schwer) wenn
jede Sprache L' € PSPACE polynomial-zeit-reduzibel auf L ist.
@ Eine Sprache L hei3t PSPACE-vollstandig wenn sie

@ in PSPACE ist (L € PSPACE) und
© PSPACE-hart ist
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Volistandige und harte Probleme

Bemerkenswert

@ Wenn gezeigt werden kann, daf3 auch nur ein einziges NP-hartes
Problem in P liegt, dann ist P = NP.

@ Wenn P # NP gilt, dann ist kein einziges NP-vollstédndiges Problem in
polynomieller Zeit I6sbar.

Eine Million Euro fiir den, der das ,,P = NP“-Problem 16st!
(Millenium Probleme)
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Volistandige und harte Probleme

Wie zeigt man NP-Vollstandigkeit?

Um zu zeigen, dass eine Sprache L NP-vollstandig ist:

Finde bekanntermaBen NP-vollstandige Sprache L’ und reduzieren sie auf L:
L'<L
Das geniigt, da jede Sprache aus NP auf L’ reduzierbar ist und wegen L’ < L

dann auch auf L.

Hierfur haufig verwendet:
SAT-Problem, d.h.

L' = Lsy = {w | wist eine erfiillbare aussagenlogische Formel}
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Abgschlossenheit der Komplexitatsklassen

P, PSPACE abgeschlossen unter Komplement

Alle Komplexitatsklassen, die mittels deterministischer Turing-Maschinen
definiert sind, sind abgeschlossen unter Komplement-Bildung

Denn:
Wenn eine Sprache L dazu gehdrt, dann auch ihr Komplement
(einfach die alte Maschine ausfiihren und die Ausgabe invertieren).
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Abgschlossenheit der Komplexitatsklassen

Abgeschlossenheit von NP unter Komplement

Frage:
Ist NP abgeschlossen unter Komplementbildung?

Antwort:
Keiner weif3 es!
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Die Kompexitatsklasse co-NP

Definition 17.3 (co-NP)

co-NP ist die Klasse dr Sprachen deren Komplemente in NP liegen:

co-NP = {L | L € NP}
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Beziehungen zwischen Komplexitatsklassen

Die folgenden Beziehungen sind momentan noch unbekannt

© P2NP.

© NP 2co-NP.
© P 2PSPACE.
Q NP 2PSPACE.
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Teil VI

© Beispiele
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NP-vollstandige Probleme

Beispiel 18.1 (NP volistandige Probleme)

Ist ein (un-) gerichteter Graph hamiltonsch? (Hamiltonian circle)

Ist eine logische Formel erflllbar? (Satisfiability)
Gibt es in einem Graphen eine Clique der Gré3e k? (Clique of size k)
Ist ein Graph mit drei Farben zu farben? (3-colorability)

Gibt es in einer Menge von ganzen Zahlen eine Teilmenge mit der
Gesamtsumme x? (Subset Sum)
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NP-vollstandige Probleme

Definition 18.2 (Hamilton Circle)

Hamilton-Kreis:
Weg entlang der Kanten in einem Graphen, der jeden Knoten genau einmal

besucht

LHam,.q;, ¢ Die Sprache, die aus allen ungerichteten Graphen besteht, in
denen es einen Hamilton-Kreis gibt.

LHamg;, : Die Sprache, die aus allen gerichteten Graphen besteht, in
denen es einen Hamilton-Kreis gibt.
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NP-vollstandige Probleme

Definition 18.3 (Maximale Clique: Lcjique,)

Eine Clique in einem Graphen ist ein vollstandiger Teilgraph von G.

Fir k € N:

Lciique, Die Sprache, die aus allen ungerichteten Graphen besteht, die
eine Clique der GréfBe k enthalten.
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NP-vollstandige Probleme

Definition 18.4 (k-colorability: Lcolor.,)

Ein (ungerichteter) Graph heif3t k-farbbar, falls jeder Knoten mit einer von k
Farben so geféarbt werden kann, daf3 benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Fur k € N:

Leolor-, Die Sprache, die aus allen ungerichteten, mit hochstens k
Farben farbbaren Graphen besteht.
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NP-vollstandige Probleme

Definition 18.5 (SAT, k-CNF, k-DNF)

DNF: Eine Formel ist in disjunktiver Normalform, wenn sie von
folgender Form ist:

(A Ahp )V oV (It Ao Nln,,)

CNF: Eine Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie von
folgender Form ist:

(h1V.ooNVlp )N A (It Voo oV n,,)

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Beispiele SS 2007 304 /308



NP-vollstandige Probleme

Definition (Fortsetzung)

k-DNF: Eine Formel ist in k-DNF wenn sie in DNF ist und jede ihrer
Konjuntionen genau k Literale hat.

k-CNF: Eine Formel ist in k-CNF wenn sie in CNF ist und jede ihrer
Disjunktion genau k Literale hat.
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NP-vollstandige Probleme

Theorem 18.6 (NP-vollstandige Probleme)

Die folgenden Probleme liegen in NP und sind NP-vollstdndig:
0 Logt
e CNF
@ k-CNF firk > 3

Theorem 18.7 (Probleme in P)

Die folgenden Probleme liegen in P:
o DNF
@ k-DNF fir alle k
@ 2-CNF
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NP-vollstandige Probleme

Einige Beispiel-Reduktionen

@ LoNF-sAT Zpol Lciiques

LHamdi, jpol LHamundi,,
LHamundir ﬁpol LHamms,Sks LCquuek,
Lsat =pol L3-CNF»

Lsat =pol LcNF-saT,

L3.cNF =pol Lcolor-
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NP-vollstandige Probleme

Beispiel 18.8 (CNF-SAT =, Clique_)

Gegeben eine Instanz von CNF
(eine Konjunktion von Klauseln Ci A Co A ... A Ck)

Wir konstruieren daraus einen Graphen:
Knoten: die Paare (x, i), so dass x ein Literal ist, dass in der Klausel C;
vorkommt.

Kanten: Es gibt eine Kante zwischen (x, /) und (y,j) falls:

(1) i#j, und
(2) x, y sind nicht komplementar.

Es gilt dann:
Die CNF-Formel ist erfiillbar genau dann,
wenn der zugeordnete Graph eine Clique der GroBe k hat.
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