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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beispiel 15.2

Folgende Sprachen sind nicht regulér:
Q L :={abd |ic Ny}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beispiel 15.2

Folgende Sprachen sind nicht regulér:
Q L :={abd |icNy}

Q L, :={a" | pist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

L :={abd | ie Ny}

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 201/223



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

L :={abd | ie Ny}

Annahme: Ly ist regular.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

L :={abd | ie Ny}

Annahme: Ly ist regular.

Dann gilt far Ly das Pumping-Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,
Zu

L :={abd | ie Ny}

Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt far Ly das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

L :={abd | ie Ny}
Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt far Ly das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.
Dann muss sich das Wort

a'ba" € L4

aufpumpen lassen (da |a"ba”| > n).

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 201/223



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

L :={abd | ie Ny}

Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt far Ly das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort
a'ba" € L4
aufpumpen lassen (da |a"ba”| > n).

Sei a"’ba"” = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,

Widerspruch zum Lemma!
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,

Widerspruch zum Lemma!
2.Fall: u=a"ba,v=2a,w=3"

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 202/ 223



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,

Widerspruch zum Lemma!
2.Fall: u=a"ba,v=2a,w=3"
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,

Widerspruch zum Lemma!
2.Fall: u=a"ba,v=2a,w=3a"
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
3.Fall: u=a",v=aba,w=a mitk+j=i+/=nundi,j k, />0
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,

Widerspruch zum Lemma!

2.Fall: u=a"ba,v=2a,w=3a"
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)

3.Fall: u=a",v=aba,w=a mitk+j=i+/=nundi,j k, />0
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“dbadbad = ababad " ¢ L,
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = a“a¥aba" = & pa" = a"ba" ¢ L,
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Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

Also: Annahme falsch.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

Also: Annahme falsch.

Also: L1 nicht reguléar. O
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}

Annahme: Lj ist regular.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}

Annahme: Lj ist regular.

Dann gilt fir L, das Pumping-Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,
Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}

Annahme: Lj ist regular.
Dann gilt fir L, das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}

Annahme: Lj ist regular.
Dann gilt fir L, das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich jedes Wort
acl, mt p>n

aufpumpen lassen.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

Zu

Ly :={&° | pist Primzahl}

Annahme: Lj ist regular.
Dann gilt fir L, das Pumping-Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, (Forts.)
Sei

& =uw=4ddd

also

i+j+k=p>n und 0<j<n
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall 1: j+k > 1.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)

Fall 1: i+k > 1.
Pumpe (i + k) mal:

uv kW = a/a/(/+k) P
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)

Fall 1: i+k > 1.
Pumpe (i + k) mal:

uv kW = a/a/(/+k) P

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)

Fall 1: i+k > 1.
Pumpe (i + k) mal:

Uy — g g
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

i+j(i+k)+k prim
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)

Fall 1: i+k > 1.
Pumpe (i + k) mal:

uv kW = a/a/(/+k) P

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.
i+j(i+k)+k prim

Aber Widerspruch:
i+jli+Kk)+k=i+ij+jk+k
=i(1+)+(+1)k
=i(14j)+k(1+))
(i+K)(1+))
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

UVJ+2W _ a/a/(j+2) ak
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

witw = 4 glt2) gk

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: SS 2007 207 /223



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

uitPw = g dut? g«
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

i+j(j+2)+k prim
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

uitPw = g dut? g«
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

i+j(j+2)+k prim

Aber Widerspruch!:
i+j(j+2)+k=1+j(j+2)
=1+2j+/
=(1+))°
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

uitPw = g dut? g«
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

i+j(j+2)+k prim

Aber Widerspruch!:
i+j(j+2)+k=1+j(j+2)
=142j+/
= (1+))°
Also: Annahme falsch. L, nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem 15.3 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen, stirkere Variante)

Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fir alle
xeL mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
x=uvw  uv,wexr
mit
@ |v|>1

@ |uv|<n (statt|v|<n)
@ uv™weL firallemeN
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren Variante

Beispiel 15.4 (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome

L={ww ' | we{ab}}

ist nicht regular
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren Variante

Beispiel 15.4 (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww ' | we{ahb}*}

ist nicht regular

@ Beweis gelingt nicht mit der schwacheren Variante des PL
(die schwachere Version gilt fir die Sprache)
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren Variante

Beispiel 15.4 (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww ' | we{ahb}*}

ist nicht regular

@ Beweis gelingt nicht mit der schwécheren Variante des PL
(die schwachere Version gilt flr die Sprache)

@ Beweis gelingt mit der stérkeren Varianten des PL
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Teil 1l

e Pumping-Lemma
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Teil 1l

e Abschlusseigenschaften und Wortprobleme
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=1X*\ L
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=X*\ L
o A akzeptiert LU L'
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

o A akzeptiert L =X*\ L
o Ay, akzeptiert LU L'
o A, akzeptiert Lol
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=X*\ L
o Ay, akzeptiert LU L'

o A, akzeptiert Lo L’

o A, akzeptiert L*
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=X*\ L
o Ay, akzeptiert LU L'

o A, akzeptiert Lo L’

o A, akzeptiert L*

@ A akzeptiert LN L'
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=X*\ L
o Ay, akzeptiert LU L'

o A, akzeptiert Lo L’
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei reguldre Sprachen L, L' gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

@ A akzeptiert L=X*\ L
o Ay, akzeptiert LU L'

o A, akzeptiert Lo L’

o A, akzeptiert L*

o An akzeptiert LN L'

Beweis.
An Tafel.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Abschlusseigenschaften und Wortprobleme SS 2007 212/223



	Determinierte endliche Automaten (DEAs)
	Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)
	Automaten mit epsilon-Kanten
	Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
	Pumping-Lemma
	Abschlusseigenschaften und Wortprobleme
	Rational = Reguläre Ausdrücke

