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Probleme tliber Sprachen
Teil Il

Interessante Probleme (informell)

@ Ist ein gegebenes Wort in einer Sprache (definiert durch eine Grammatik)
enthalten?

@ Erzeugen zwei gegebene Grammatiken dieselbe Sprache?

. Mit welchen Algorithmen kénnen diese Probleme geldst werden?
o Probleme (iber Sprachen
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Probleme und Algorithmen im allgemeinen

Definition 9.1 (Problem, Algorithmus)

Ein Problem P ist die Frage, ob eine bestimmte Eigenschaft auf gegebene
Objekte zutrifft.

Dabei ist eine bekannte, abzahlbaren Grundmenge solcher Objekte gegeben.

Flr jedes Objekt o gilt: die Eigenschaft trifft auf o zu oder nicht.

Definition 9.2 (Algorithmus)

Ein Algorithmus fiir ein Problem P ist eine Vorschrift (ein Programm), die zu
beliebigem Objekt o berechnet, ob die Eigenschaft fliir o zutrifft oder nicht.
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Teil |l

© Endiich, unendlich und dann?

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Endlich, unendlich und dann? SS 2007 100/ 140

Probleme und Algorithmen im allgemeinen

Beispiel 9.3 (Einige Probleme)

@ Firne N:
Ist n eine Primzahl?
@ Fir ein Wort w € £* und
ein Element G aus der Menge aller Grammatiken UGber X:
Gilt w € L(G)?
@ Fir ein Element G aus der Menge aller Grammatiken:
Ist L(G) leer (endlich, unendlich)?
@ Fir (a,b,c) € N3:
Hat 8" + b" = ¢" eine Losung in den natdrlichen Zahlen?

@ Fir ein Programm p aus der Menge aller Java-Programme:
Terminiert p?
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Abzahlbarkeit

Definition 10.1 (Abzahlbarkeit)

Eine Menge M heif3t abzahlbar, wenn

@ es eine surjektive Funktion
f: No — M

gibt,
@ oder M leer ist.

Eine Menge ist abzahlbar, wenn sie hdchstens so méchtig wie Ny ist.
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Abzahlbarkeit

Eine Menge M ist abzéhlbar, wenn es eine injektive Funktion

fiM—>No

gibt.
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Hilberts Hotel

David Hilbert * 1862, + 1943

@ Einer der bedeutensten und einfluBreichsten
Mathematiker aller Zeiten

@ Professor in Kénigsberg und Géttingen

@ Wichtige Beitrage zu
— Logik
— Funktionalanalysis
— Zahlentheorie
— Mathematische Grundlagen der Physik
- uvm.

Abzahlbarkeit

Beispiel 10.3

Abz&hlbar sind:
o Ny
°Q
@ alle endlichen Mengen
@ die Vereinigung zweier abzahlbarer Mengen
@ die Vereiningung abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen
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Diagonalisierungsargument fiir Uberabzahlbarkeit

Theorem 10.4
Die Menge R der rellen Zahlen ist (iberabz&hlbar.

Beweis.

Wir zeigen, dass schon das Intervall [0, 1] Uberabzahlbar ist.
Annahme: Es gibt eine Aufzdhlung, also eine surjektive Funktion

f: No - [0,1]
Dann sei

f(i) = 0,djd;dp...

O

die Dezimaldarstellung der i-ten reellen Zahl.
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Diagonalisierungsargument fiir Uberabzéhlbarkeit

Beweis.

Fortsetzung:
Wir definieren eine neue Zahl d = 0,dydd> ... durch

o _fdi+t1 dallsdp<9
"7 10 sonst

d unterscheidet sich in der n-ten Stelle von d,.
Also d # dj, fir alle n € Ny
Also kommt d in der Aufz&hlung nicht vor. Widerspruch!

O
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Gegeben: Signatur ¥, endlich oder abzdhlbar unendlich
Dann ist ¥* abzahlbar unendlich.

Beweis.
Y ist abzahlbar, also ist X' abzahlbar, i € N.
X* ist die Vereinigung der abzahlbar vielen abzahlbaren Mengen X'. O]
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Wieviele gibt es?

Wieviele

— Grammatiken
— Sprachen

— Algorithmen
gibt es Uberhaupt?

Mogliche Antworten

@ Endlich viele

@ Unendlich viele

@ Abzé&hlbar viele

@ Uberabzéhlbar viele

@ Nicht klar flir Algorithmen, da dieser Begriff nicht genau definiert wurde
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Lemma 10.6
Gegeben: Signatur ¥, endlich oder abzdhlbar unendlich

Dann ist die Menge aller Grammatiken (ber ¥. abzdhlbar unendlich

Beweis.

Grammatiken sind endlich und also als Wérter Uiber einer geeigneten
erweiterten Grammatik

TUVU{—,...}
darstellbar.
Die Menge der Worter Uber dieser erweiterten Grammatik ist abz&hlbar
(Lemma 10.5). O
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Wieviele Algorithmen gibt es?

Es gibt (nur) abzéhlbar viele Algorithmen.

Beweis.
Algorithmen missen per Definition eine endliche Beschreibung haben.

Sie sind also als Wérter Uiber einer Signatur ¥ darstellbar
(fir jedes abzahlbare X).

Also sind sie abzahlbar (Lemma 10.5).
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Wieviele Funktionen f : Ny — Ny gibt es?

Lemma 10.9
Es gibt (iberabzéhlbar viele Funktionen f : Ng — {0,1}.

Beweis.
Analog.
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O

Wieviele Funktionen f : Ny — Ny gibt es?

Lemma 10.8
Es gibt (iberabzédhlbar viele Funktionen f : Ng — Ny.

Beweis.

Angenommen, es existiere eine Abzahlung
fi,fo, ... fn,...

Dann sei

1 falls f,(n) = 0;

C:Ng— Ny mit C(n) :{ 0 sonst

c(i) # (i)

Also: C ist von allen f; verschieden.

O

Widerspruch!

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Endlich, unendlich und dann? S8 2007 111/140

Wieviele Sprachen gibt es?

Lemma 10.10

Gegeben eine Signatur Y. (endlich oder unendlich).
Die Menge der Sprachen lber ¥ ist (iberabzadhlbar.

Beweis.

Sei eine beliebige Abzahlung aller Wérter Uber X gegeben:
Wy, Wo, ...

Dann kann man die Sprachen L tber £ mit den Funktionen f: Ng — {0,1}
identifizieren, vermittels

f(i)=1 gdw welL

O

Von diesen gibt es Uberabzahlbar viele.
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Korollar Zusammenfassung

Gegeben eine Signatur X

Abzahlbar
o N
oM ller Wort
Korollar 10.11 enge afler worter
@ Menge aller Grammatiken
Nicht jede Sprache kann durch eine Grammatik dargestellt werden. ’ @ Menge aller Algorithmen

Uberabzihlbar
@ Die Menge aller Teilmengen von N

@ Die Menge aller reellen Zahlen
@ Die Menge aller Funktionen f:Ng— Ny bzw. f:Ng— {0,1}
@ Die Menge aller Sprachen

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Endlich, unendlich und dann? SS 2007 114 /140 B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Endlich, unendlich und dann? S8 2007 115/140



	Sprache, Grammatik
	Warum Sprachen?
	Die Chomsky-Hierarchie
	Probleme über Sprachen
	Endlich, unendlich und dann?

