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Teil Il

Endliche Automaten

@ Vereinfachtes Modell eines Computers: endlicher Automat

. . . . Determinierte endliche Automaten (DEAs
@ Die von endlichen Automaten erkannten ,rationalen® Sprachen sind o ( )

genau die Typ-3-Sprachen (rechtslinear, regulér)
@ Determinierte und indeterminierte endliche Automaten sind aquivalent
@ Pumping Lemma erlaubt, eine Sprache als nicht rational nachzuweisen.

@ Es gibt Algorithmen, die Probleme (iber endlichen Automaten bzw.
Typ-3-Sprachen I6sen.

@ Typ-3-Sprachen sind genau die, die durch regulare Ausdriicke
beschrieben werden kénnen.
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Beispiel

Beispiel 11.1

Die Sprache
L= {aa}{ab}*{c}

ist regular.

Denn sie wird (z. B.) erzeugt von der rechtslinearen Grammatik
G=({S,A},{a,b,c},R,S),

mit Regelmenge R:

S — aaA
A— abA|c
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Grammatiken und Automaten

Grammatik vs. Automat

Grammatik: erzeugt Worter
Automat: analysiert/ erkennt Worter

beide: beschreiben / definieren eine Sprachen
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Beispiel

Beispiel 11.2

Die Sprache aller durch 3 teilbaren Dezimalzahlen ist regular.

Eine erzeugende Grammatik ist
G=({S,%,S,S},{0,...,9},R,S)

mit der Regelmenge R:

S —>380|680|980|1S1 |4S1 |7S1 |2SQ|582|882|0
So—>080|380|680|980|181 |4S1 |7S1 |2SQ|5SQ|882|8
S1 —>OS1 |3S1 |631 |931 |182|432|782|280|580|880
82—>032|382|682|982|180|430|730|281 |581 |831

Ohne das € in der zweiten Regel wére nur die “0” als Terminalwort herleitbar.
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Endlicher Automat: Informell

Endlicher Automat

@ Ein endlicher Automat testet, ob ein gegebenes w € X* in einer
Sprache L liegt.

@ Lesekopf erlaubt w zu lesen.
Bewegt sich nur von links nach rechts.

@ Endlich viele mdgliche interne Zusténde,
immer einer davon ist der aktuelle Zustand

@ Automat beginnt in einem initialen Zustand.

@ Bei jedem gelesenen Buchstaben Ubergang zu neuem aktuellen Zustand,
in Abhangigkeit vom Buchstaben und dem alten Zustand

@ Wenn am Ende von w ein finaler Zustand erreicht ist,
ist w akzeptiert als Element von L,
sonst nicht.

@ Automat stoppt (auf jeden Fall) nach |w| Schritten
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Endlicher Automat: Modell eines einfachen Computers

Endlicher Automat: Computer mit begrenztem Speicher

@ Kann vom Band nur lesen
= kein externer Speicher

@ Speichert nur den aktuellen Zustand (=~ Programmzéahler)
= stark begrenzter interner Speicher
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Endlicher Automat: Darstellung als Graph

Beispiel 11.3 (Sprache {w | #,(w) gerade} C {a,b}")

Der folgende endliche Automat erkennt die Sprache
{w | #2(w) gerade}  Uber Y ={a,b}

der Woérter mit gerader Anzahl von ,a“s

Endlicher Automat: Darstellung als Graph

Darstellung als Graph

@ ein Knoten flr jeden Zustand

@ Kanten beschreiben Zustandsanderungen,
sind mit Buchstaben beschriftet

@ initiale Zustande sind mit einem Pfeil gekennzeichnet

@ finale Zustande mit einem doppelten Kreis
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Endlicher Automat: Definition

Definition 11.4 (Endlicher Automat)

Ein endlicher Automat (e.a., finite automaton ist ein Tupel
A= (K,Z,S,So,/:)

Dabei ist
@ K eine endliche Menge von Zustanden

@ X ein endliches Alphabet
(aus dessen Buchstaben die Eingabewdérter bestehen kénnen)

@ 3: K x X — K die totale(!) Ubergangsfunktion
@ 5y € K der Startzustand

@ F C K die Menge der finalen Zustande
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Endlicher Automat: Ubergangsfunktion

Bedeutung der Ubergangsfunktion

3(g,a) =4

bedeutet:
@ Wenn der Automat im Zustand q ist
@ und ein a liest,
@ dann geht in den Zustand ¢’ Gber.
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Endlicher Automat: Beispiel

Beispiel 11.6

b b Dieser Automat azeptiert die Sprache
a
Al > G {w | #a(w) gerade} C {a,b}"
T~ a7 (s. Bsp. 11.3).

Formal hat er die Form:
A= ({307 51 }7 {aa b}757 So, {SO})
mit

d(sp,a) =s1  8(s1,a) = so
5(307b) = S0 8(317b) =54
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Endlicher Automat: Ubergangsfunktion

Definition 11.5 (Erweiterung von d zu &%)

0 KxX =K
ist strukturell rekursiv Uber X* definiert durch:

8°(g,¢):=q
&°(q, wa) := 8(8"(q,w), a)

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Determinierte endliche Automaten (DEAs) SS 2007 127/384

Endlicher Automat: Ubergangsfunktion

Beispiel 11.7 (Beispiel fir 6*)

8*(so,aab) = 8(8%(so,aa),b
6*(30,3),3 ab)

Il
o
o

s1,a),b)

Il
o on o >
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Endlicher Automat: Akzeptierte Sprache Endliche Automaten: UML State Charts

Definition 11.8 (Von einem endlichen Automaten akzeptierte Sprache) UML State Charts

Die von einem Automaten A akzeptierte Sprache, ist definiert als UML State Charts sind eine (erweiterte) Form endlicher Automaten
P * >k
L(A) = {weX" | 8(so,w) € F} Beispiel 11.10
Definition 11.9 (Von endlichen Automaten akzeptierte Sprachen) || }
Die Menge
[ ]
RAT := {L | es gibt einen endlichen Automaten A mit L = L(A)} _—
der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen .
hei3t Menge der rationalen Sprachen o —
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
Wir zeigen demnéchst: -
RAT = Menge der regularen Sprachen
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Endliche Automaten: Weitere Beispiele Endliche Automaten: Weitere Beispiele
Beispiel 11.12
Beispiel 11.11 Die Sprache
Die Sprache aller Wérter mit gerader Anzahl von a
tiber dem (kleineren) Alphabet X = {a} L = {we{0,1}" | wenthalt genau zwei Einsen}

wird akzeptiert von: . . .
wird akzeptiert von dem folgendenendlichen Automaten:

a N N 0
N> S OO0
by

01

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Determinierte endliche Automaten (DEAs) SS 2007 132/384 B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Determinierte endliche Automaten (DEAs) SS 2007 133/384



Endliche Automaten: Weitere Beispiele

Beispiel 11.13

Die Sprache aller durch 3 teilbaren Dezimalzahlen wird akzeptiert durch:
0,36,9 0,36,9
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Determiniert / indeterminiert

Determinierter endliche Automat
@ Fir einen Zustand g und eine Eingabe a
genau ein einziger Nachfolgezustand

o festgelegt durch Ubergangsfunktion &

Indeterminierter endlicher Automat

@ Fir einen Zustand q und eine Eingabe a
evtl. mehrere Nachfolgezustéande — oder gar keiner

o festgelegt durch Ubergangsrelation A
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Teil Il

Endliche Automaten

9 Indeterminierte endliche Automaten (NDEAS)
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Indeterminierter endlicher Automat

Definition 12.1 (Indeterminierter endlicher Automat)

Ein indeterminierter endlicher Automat (NDEA) ist ein Tupel
A= (K,L,AIF)

Dabei ist
@ K eine endliche Menge von Zustanden,
@ X ein endliches Alphabet,
@ AC (K xX) x K eine Ubergangsrelation,
@ / C K eine Menge von Startzustianden,
@ F C K eine Menge von finalen Zustanden.
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Indeterminierter endlicher Automat: Ubergangsrelation

Definition 12.2 (Erweiterung von A zu A*)

A" C(KxXL)xK
ist definiert durch:

A*((g.€),qd) gdw q'=gq
A*((g,wa),qd ) gdw 3Iq"eK (A*((q,w),qd") AA((d",a),q))
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NDEA: Beispiel

Der Automat

A= ({So,S1,8:2},{a,b},A,{S0},{S0})
mit

A(So,a) = {St1}

A(S1,b) ={Sy, S}
A(Sg,a) = {So}

akzeptiert die Sprache

L = {ab,aba}”
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NDEA: Akzeptierte Sprache

Wann akzeptiert ein indeterminierter Automat ein Wort?

Ein indeterminierter endlicher Automat A akzeptiert ein Wort w, wenn
@ es mindestens einen Weg mit der Beschriftung w durch A gibt,
@ der in einem finalen Zustand endet.

Definition 12.3 (Von einem NDEA akzeptierte Sprache)

Die von einem indeterminierten endlichen Automaten A akzeptierte Sprache
ist

L(A) = {weX'|3sseldge FA ((so,w),q)}
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NDEA: Graphische Darstellung

Der indeterminierte Automat aus Beispiel 12.4

Akzeptiert: {ab,aba}*
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Indeterminierter endlicher Automat

Vom indeterminierten Automaten zum Algorithmus?

Vom Automaten zum Algorithmus (fir das Wortproblem):
@ DEA = Algorithmus
@ NDEA + Suchstrategie = Algorithmus

Zwei Sichtweisen auf indeterminierte Automaten

@ Der Automat durchlduft alle Wege
(parallel oder mittels Backtracking)

@ Der Automat rat, welcher von mehreren méglichen Folgezustédnden der
richtige ist
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NDEA und DEA

VA
&

@ DEA hat mehr Zustande, komplizierter

DEA: >

NDEA:

@ DEA muss nicht ,raten”

@ DEA braucht genauso viele Schritte
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NDEA und DEA: Beispiel

Beispiel 12.5 (DEA fiir gleiche Sprache wie NDEA aus Bsp. 12.4)

>

RS
o

N\

Akzeptiert: {ab,aba}*
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NDEA und DEA

Wir zeigen spéter:

Far jeden indeterminierten Automaten Anpga
gibt es einen determinierten Automaten Apga mit

L(AnpEA) = L(ApEa)
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Beispiel 12.6

Determinierter Automat fir die Sprache
L = {a,b}*{a}{a,b}

(die Sprache aller Worter Uber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe ein a ist)
O
N%@ a

Idee: Im Zustand jeweils die letzten zwei Buchstaben merken
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NDEA und DEA: GroBenvergleich

GroBenvergleich (Worst case)

Sprache Uber {a, b} der Worter, deren nt-letzter Buchstabe ein a ist

Determinierter Automat: 2" Zustande
(einen fur jede Buchstabenkombination der Lange n)
Indeterminierter Automat: n-+1 Zusténde
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Beispiel 12.7

Indeterminierter Automat fiir die Sprache
L = {ab}*{a}{a b}

(die Sprache aller Worter Uber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe ein a ist)

ab

W
- OO0
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Theorem 12.8 (DEA gleich méachtig wie NDEA)

Eine Sprache ist rational
(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)
gaw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.

Beweis.
»=

@ Sei L eine rationale Sprache.
@ Dann gibt es laut Definition einen
determinierten endlichen Automaten Apga mit L = L(Apga ).

@ Jeder determinierte endliche Automat ist aber insbesondere auch ein
(besonderer) indeterminierter endlicher Automat.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Forsetzung)

=t
Sei

Anpea = (K,Z,A, 1 F)

ein (beliebiger) indeterminierter endlicher Automat.
Er akzeptiert die Sprache L(ANpEA )-

Beweisidee:
Konstruiere aus Anpga €inen determinierten Automaten Apga mit

L(AxpEa) = L(ApEa)

mit Hilfe einer Potenzmengenkonstruktion . ..
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunéachst ein konkretes Beispiel
Ein NDEA, der die folgende Sprache akzeptiert:

Laabjaba = {w € {a,b}" | w hat aab oder aba als Teilwort}
O OO ©)

el
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Forsetzung)

Fortsetzung . ..

@ Zustande in Apga bestehen aus Mengen von Zustanden von ANpga
@ Wenn man in Anpga mit w nach gy, ..., gy gelangt,
dann gelangt man in Apga mit w nach ' = {qi,...,qn}.
@ Initialer Zustand von Apga:
Menge aller initialen Zustande von ANpga
@ Finale Zustande von Apga:
Jede Menge von Zustande, die einen finalen Zustand von Anxpga enthélt
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunéchst ein konkretes Beispiel

Startzustand:
Menge der alten Startzustande, also {1,5}.

Néchster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit a

A(1,a) ={1,2}
A(5,a) = {5,6}

Also, neuer Zustand {1,2,5,6} mit

S.apea ({1,5},@) = {1,2,5,6}
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel
Néchster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit b.

A(1,b) ={1}
A(5,b) = {5}

Fir den Eingabebuchstaben b bleibt Apga also im Startzustand.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunéachst ein konkretes Beispiel

Es ergibt sich folgender determinierter Automat Apga:
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunéachst ein konkretes Beispiel
Néachster Schritt:

Ubergang von {1,2,5,6} mit a

(1,a)={1,2}
(2,2) = {3}
A(5,a) = {5,6}
A(6,a) =0

A(1,a
A(2,a

Also, neuer Zustand {1,2,3,5,6} mit

dapes ({1,2,5,6},8) ={1,2,3,5,6}

usw.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apg, formal:
Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K,Z,A, 1L F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apga = (K', 2,8 I, F')

mit

e K'=2K  (die Potenzmenge von K)
@ Ubergangsfunktion

§:2fxxz—2 mit §Ma) = JAga)
gem
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apga formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automa
Anpea = (K,Z,A, 1L F)
Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apga = (K', 2,8, I, F)
mit
o /=1 (die Menge der initialen Zustdande von ANpga)

e F={MCK|MNF+#0}
(alle Zustandsmengen von Anpga, die einen finalen Zustand enthalten)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Es ist

8 (M,w) =] A*(q.w)
qeM

Beweis durch Induktion Gber die Lange von w:

Induktionsanfang:

8 (Me)=M= | J{q} = JA(q.¢)

geM geM
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apg, formal:
Gegeben: Indeterminierter endlicher Automa

Anpea = (K, Z,A, 1L F)
Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
-ADEA == (Klaza 617 lla F/)

Merke:
e 0cK
o §(0,x)=0furallex e X
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Es ist

8" (M, w) U A*(q,w
qem

Induktionsschritt:

8" (M, wa)
8/(5,*(’\/7; w),a) Def. von *
= Upes*(mw)Alp; @) Definition von &'
) o
Upe(ngMq,W))A(p, a) Ind.-Vor. fir & (M, w)

{d' |3geM3IpeA’(q,w)d €Alp.a)}
{d'|dge Mg € A*(q,wa)} Def.von*

UqEMA* (q7 Wa)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Schluss)

Es qilt fir alle w € X*:

w € L(Apga)
gdw &°(/,w)eF (Def. der Sprache eines Automaten)
gdw & (I,w)eF' (da /' = I per Def.)
gdw & (Lw)NF#0 (Def. von F’)
gdw Uge,A"(q,w)NF #0 )
gdw 3ge€/3qd €F (¢ €A*(q,w))
gdw w € L(ANDEA)

(nach Lemma

(Def. der Sprache eines Automaten)

Damit: L(-ADEA) = L(-ANDEA) ]
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Automaten mit e-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort € sein!

Ein Automaten mit e-Kanten kann ...

@ in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten

@ einen Zustandslbergang machen, ohne dabei einen Buchstaben zu lesen
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Teil Il

Endliche Automaten

0 Automaten mit epsilon-Kanten
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Automaten mit e-Kanten: Definition

Definition 13.1 (Automat mit e-Kanten)
Ein Automat mit e-Kanten (e-NDEA) A ist ein Tupel

A= (K,L,AIF)

Dabei ist
@ K eine endliche Menge von Zustanden,
@ X ein endliches Alphabet,
@ A C (K xX*) x K eine eine (endliche) Ubergangsrelation,
@ |/ C K eine Menge von Startzustanden,
@ F C K eine Menge von finalen Zustanden
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Automaten mit e-Kanten: Ubergangsrelation

Definition 13.2 (Erweiterung von A zu A*)

A" C(KxX)xK
ist (&hnlich wie fir NDEAs) definiert durch:

A*((q,€),qd) gdw q =q oder A((q.e),q)
A ((gwiwz), ¢ ) gdw 39" €K
A*( (q7 W1)7 q//) \ A( (q7 W1)7 q”)
A
A*( (q/lvw2)7 q/) \ A( (q//7W2)7 q/)
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Automaten mit e-Kanten: Beispiel

Beispiel 13.4 (Automaten mit e-Kanten)

a

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}
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Automaten mit e-Kanten: Akzeptierte Sprache

Definition 13.3 (Von e-NDEA akzeptierte Sprache)
Die von einem Automaten mit e-Kanten

A= (K,Z,AIF)
akzeptierte Sprache ist

L(A):={weZX" | 3sp€13g€F A*((so,w)q) }
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit e-Kanten und
NDEAs

Theorem 13.5 (e-NDEA gleich méchtig wie NDEA)
Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter endlicher
Automat A" mit

L(A) = L(A")
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Gleichmachtigkeit: Beweis

Beweis.

Transformation von A in einen NDEA ohne e-Kanten

@ Ersetze Ubergange:
@ mit nur einem Buchstaben markiert — beibehalten
o mit einem Wort w markiert ((w| =n) — ersetze durch n Ubergénge
(verwende n— 1 neue, zuséatzlicher Zustande)
o e-Ubergange — statt diesen

A((q,a), q")

fir jedes Paar

A((g,a),d) und A((d.e),q")
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel 13.6 (Der Automat mit e-Kanten ...)

o

S
@b/@
Z

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}
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a

Gleichmachtigkeit von Automaten mit e-Kanten und
NDEAs

Beweis (Fortsetzugn)

Transformation von A in einen NDEA ohne ¢-Kanten

@ Zusatzliche Initialzustande:
Falls g € lund A*( (g,€), '), dann auch ¢’ € |

© Finalzustande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel 13.7 (... wird transformiert in den dquivalenten NDEA)

I

Y A

ab
Pebazy) 7 | Pba)

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}
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Teil Il

Endliche Automaten

0 Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
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Satz von Kleene

Stephen Cole Kleene *x 1909, 11994

@ Mathematiker und Logiker

@ Promovierte bei Church in Princeton
(wie Turing und viele andere)

@ Professor an der Universitat von Wisconsin
@ Einer der Begrlinder der theoretischen Informatik

@ Unter anderem:
Erfinder der Reguléren Ausdrlicke

Satz von Kleene

Theorem 14.1 (Satz von Kleene: RAT = L3)

Eine Sprache L ist rational ~ gdw L ist regulér.

L ist rational heiBt: es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

L ist regular heiBt: es gibt eine rechtslineare Grammatik fur L
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Satz von Kleene

Beweis

=" zu zeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regulér (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Sei also L = L(A) fur einen endlichen Automaten
A= (K,Z,S, So, F)
Dazu konstruieren wir eine Grammatik G= (V, T, R, S):

Automat A: in Zustand g, liest a, geht in Zustand ¢’
Grammatik: Endvariable g, erzeugta neue Endvariable ¢’
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Formale Definition der Grammatik:

V=K
T:=X
SZ:SO

R:={q—aq | d(q,a) =4q }U
{g—e |qeF}

Durch Induktion liber die Lange eines Wortes w:
S=,wq gdw  &(so,w)=gq

Daraus: S=*w gdw 3JgeF (S=wg=w)
gdw 3Jg€ F (3(so,w) =q)
odw we L(A)
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

Definition von A:

A( (X,U), X,) < def X — UX/ cR
A((X,u), QStop) =gt X > UER

fur X, X’ € Kund u € ©*
Durch Induktion Gber die Lange einer Ableitung:
S=iw gdw A'((S,w), qsp) gdw weL(A)

Wegen Gleichméchtigkeit von e-NDEA- mit DEA-Automaten gibt es dann auch
einen determinierten endlichen Automaten, der L akzeptiert.

Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)

~=" zU zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fur eine rechtslineare Grammatik
G=(V,T,R,S)
Dazu konstruieren wir einen e-NDEA A = (K,Z,A,[,F) mit:

K:=VU {QStop} (CIstop neu)

I:={S}
YX:=T
F.= {QStop}

O
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Satz von Kleene

Beispiel 14.2

e-NDEA:
Grammatik G mit Regeln aba
S — abaS
S — aabS >
. N
Sprache € l

L(G) = {aba,aab}”

O
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Endliche Automaten

e Pumping-Lemma

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Pumping-Lemma S8 2007 182/384

Pumping-Lemma

Pumping Lemma (informell)

Zu jeder reguldren Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Worter

wel mit|lw|>n

aufgepumpt werden kénnen

Anwendung

@ Wichtige Information Uber die Struktur reguldrer Sprachen

@ Nachweis der Nicht-Regularitét von Sprachen:
Wenn das Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,
dann kann sie nicht regular sein

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Pumping-Lemma SS 2007 184 /384

Pumping-Lemma

»Aufpumpbarkeit” (informell)

Lange Worter x € L lassen sich zerlegen
x=uw  |v|>1
so dass

uw...vw=uw"w
~——

i mal

wieder in L liegt (fur alle m > 1)
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

@ Zu regulérer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

@ Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Seim:= |K|.

@ Wenn |w| > |K|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.

@ Die Schleife kann auf mehrfach durchlaufen werden.

@ Das Teilwort v, das der Schleife entspricht kann aufgepumpt werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

Abstrakt gesehen
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei Wnax das langste Wort in L.

Wir setzen
n:=|Wnax| +1

Dann gibt es keine Worter x € L, fur die |x| > n gilt.

Also gilt dann Pumping-Lemma trivialerweise.
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem 15.1 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xel mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
X=uvw uv,welr
mit
° |v|>1
@ |v|<n

o uw™wel firalemeN
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

2. Fall: L ist unendlich.
Sei

A= (K,Z,S,So,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.

Wir setzen

n:=|K|+1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X =XX...xt €L mit |x|=t>n, x€X
Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.
Seien

Q,q1,---,qt € K,

die Zustande, die beim Akzeptieren von x durchlaufen werden:

Q=50 qGEF, 0(g,X1)=q1 YOS i<t—1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wahle nun:

u:=X1...Xi
Vi=Xif1... X x=uvwmit1 <|v|<n.
W= Xj11...X

Damit:

@ Fir alle m > 0 gibt es Wege

qo,---,9i-1,Gi,---, 9 =Qqi,.--,q = - =Qqi-..,q;,Qj+1,---,qt

m mal

@ Also: uv™w wird von 4 akzeptiert.
@ Also: uv™w e L

O

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Pumping-Lemma SS 2007 192/384

Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Dat>|K|+1, musses 0 <i<j<t—1geben mit
® g=gq
° |j—il<IK]|

>
XX X g X

i j+1 t
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Pumping-Lemma: Umkehrung

Wenn flr eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regulér.

@ Es gibt nicht-regulédre Sprachen, fir die das Pumping-Lemma gilt.

@ Daraus, dass das Pumping-Lemma fiir eine Sprache gilt,
folgt nicht, dass sie regular ist.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beispiel 15.2

Folgende Sprachen sind nicht regulér:
Q Ly :={abd |icNy}

Q L, :={a°| pist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)

1.Fall: u=a,v=2a,w=aba"miti k>0,j>0undk+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wiw = aa?aba’” = a¥tpa" = a"ba" & L,

Widerspruch zum Lemma!

2.Fall: u=a"ba,v=2a,w=3a"
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)

3.Fall: u=a,v=aba,w=a mitk+j=i+/=nundijk, />0
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

w?w = aadba'dbadd = ababat! & L4

Widerspruch zum Lemma!
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung
Beweis der Nichtregularitét von L,
Zu

Ly :={aba |ic Ny}
Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt for Ly das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort
a'ba" € L

aufpumpen lassen (da |a"ba”| > n).

Sei a"ba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L (Forts.)

Also: Annahme falsch.

Also: Ly nicht regulér.

O
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitét von L,

Ly :={a" | pist Primzahl}

Annahme: L, ist regulr.
Dann gilt fir L, das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich jedes Wort
adcl, mt p>n

aufpumpen lassen.

Sei &’ = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall 1: i+k > 1.
Pumpe (i + k) mal:

uvi KW = a/a/(/+k) g~

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.
i+j(i+k)+k prim
Aber Widerspruch:
i+jli+k)+k=i+ij+jk+k
=i(1+)+U+1)k

i(1+))+k(1+))
(i+K)(1+))
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
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Sei
& =uw=adad
also
i+j+k=p>n und 0<j<n
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Fall2: i+k=1.
Pumpe (j+2) mal:

w2 = 4l gUt2) gk
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in Lo, d. h.

i+j(j+2)+k prim

Aber Widerspruch!:
i+j(j+2)+k=1+j(j+2)
=1+2j+/
= (1+))°
Also: Annahme falsch. Lj nicht regular.
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem 15.3 (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen, starkere Variante)

Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xel mit |x|>n
existiert eine Zerlegung
X=uvw uv,welr
mit
° |v|>1

@ |uv|<n (statt|v|<n)
o uw™wel firalemeN
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren Variante

Beispiel 15.4 (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww ' | we {ab}*}

ist nicht regular

@ Beweis gelingt nicht mit der schwacheren Variante des PL
(die schwéchere Version gilt fir die Sprache)

@ Beweis gelingt mit der stérkeren Varianten des PL
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Abschlusseigenschaften

Lemma 16.1

Seien zwei requldre Sprachen L, L’ gegeben.
Dann kann folgende endlichen Automaten konstruieren:

o A akzeptiert L=X*\ L
e Ay, akzeptiert LU L'

o A, akzeptiert Lo L'

o A, akzeptiert L*

o A akzeptiert LN L'

Beweis.
An Tafel.

O
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Abschlusseigenschaften

Theorem 16.2 (Abschlusseigenschaften von L3)

Wenn L, L' reguére Sprachen sind, dann sind auch
oL
o LUL
@ Lol
o L*
o LN
reguldre Sprachen.

Gemaf Lemma existieren Automaten, die diese Sprachen akzeptieren.
Also sind sie regular. O
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Wortprobleme

Zu (i): L(A) ist nicht leer
gdw
Es gibt einen Weg von einem initialen zu einem finalen Zustand.
Zu (ii): L(A) ist unendlich
gdw
Es gibt einen Weg von einem initialen zu einem finalen Zustand,
der einen Zyklus enthalt.

Beides ist leicht zu Uberprifen. O
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Wortprobleme

Sei A ein endlicher Automat.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(A)

Q@ leerist
@ vunendilich ist.

Sei G eine rechtslineare Grammatik.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(G)

Q leerist.
© unendlich ist.
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Wortprobleme

Lemma 16.4

Seien A4, A endliche Automaten.
Es ist entscheidbar, ob

L(A1) = L(A2)

Flr rechtlineare Grammatiken Gy, Go, Gs und endliche Automaten A1, A5, A3
ist entscheidbar, ob:

L(.A1 ) N L(.Ag) =0
L(G1)UL(Gz) = L(Gs)

usw.
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Wortprobleme

Beweis

Seien A4, As endliche Automaten.

Man kann zu A4 und A» einen endlichen Automaten A_ konstruieren mit

L(A=) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A1)NL(A2))
Es gilt

LA =0 gdw  L(A7) = L(A2)

Dies ist entscheidbar.
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Hauptsatz von Kleene

Theorem 17.1 (Hauptsatz von Kleene)

Die durch endliche Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die,
die man durch reguldre Ausdriicke beschreiben kann.

B. Beckert — Grundlagen d. Theoretischen Informatik: Rational = Regulére Ausdriicke SS 2007 212/384

Teil Il

Endliche Automaten

0 Rational = Regulare Ausdriicke
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis

»=" (schwierigere Richtung)

Gegeben ein DEA A.

Zustande von A seien qy,...,qn.
O.B.D.A. sei g; der initiale Zustand von A

Induktion Uber die Kompliziertheit des Akzeptierens
Dafiir sei genauer:

Rffj ={weX*: 0&%(qi,w)=q; undfiralle Prafixe u von w
mltg# U# nglt 8*(qfau) S {Q1aQZ’~~7CIk}}
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis (Forts.)

Offensichtlich ist

LA) = Rl

greF

Es genlgt zu zeigen:
Alle Mengen RY ; sind durch regulére Ausdriicke beschreibbar.

Dazu: Durch Induktion Gber k (an der Tafel):

Firalle1 <i,j<n: Rf’j is durch einen regularen Ausdruck beschreibb.
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis

»<=" (einfacherer Richtung)
Durch Induktion tber den Aufbau regularer Ausdriicke:

Zu jedem regularen Ausdruck gibt es einen aquivlanten e-NDEA

(an der Tafel)
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