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Umordnen, Weglassen, Verdoppeln von Argumenten

Lemma

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist abgeschlossen unter
@ Umordnen
@ Weglassen
@ Verdoppeln

von Argumenten bei der Komposition von Funktionen

Beweis (Skizze)

Ein Argumenttupel n’, das aus n durch Umordnung, Weglassen und
Verdoppeln entsteht, kann dargestellt werden als:
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Fallunterscheidung

Lemma (Fallunterscheidung ist primitiv rekursiv)

@ Sind gj, h; (1 < i < r) primitiv rekursive Funktionen,
@ und gibt es fur jedes n genau ein i mit h;(n) = 0,

dann ist

g1(n) falls hy(n)=0

:_Clr(n) 1:‘alls h.(n) =0

primitiv rekursiv.

Beweis

f(n) = gi1(n)x(1—hy(n)) +---4 gr(n)*(1—hy(n))
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Teil Il

©Q o = Loopr
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Godelisierung

Godelisierung

Gédelisierung ist primitiv rekursiv

@ Die Kodierung von Zahlenfolgen als einzelne Zahl,

@ entsprechende Dekodierungsfunktionen (Projektionsfunktionen)

sind primitiv rekursiv

Es gibt primitiv rekursive Funktionen

K':N' =N (r>1)
Di:N'-=N (1<i<r)
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mit
r
Di(K"(ny,...,n;) = n;
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Godelisierung

Simultane Rekursion

Ist

fi (n7 O) =0a (n)

f;(n,0) = g,(n)

fy (n7m+1) = h1(n7m7f1 (">m)7-'-afr(n7m))

f.(n,m+1)=h.(n,m,fy(n,m),... f,(n,m))

undsind 94,...,9r, hi,...,h, primitiv rekursiv,

Dannsind fi,...,f, primitiv rekursiv

Beweisidee: Godelisierung
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@ = LOOP

Theorem 11.1 (o = LOOP)

Die Menge der LOOP-berechenbaren Funktionen ist gleich der Menge der
primitiv rekursiven Funktionen.

Beweisskizze

1. o CLOOP

1.a. Die atomaren Funktionen sind LOOP-berechenbar
0: X1 =% — 1 // NOP

+1: Xo = Xq + 1
K. —
Tl:i . Xk+1 = Xj
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Beweisskizze (Forts.)

1.c. LOOP ist abgeschlossen gegen primitive Rekursion
Gegeben

f:N =N mit £(n0) = g(n)
f(n,m+1)

I
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-
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S
3
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Pp berechnet h und Py berechnet g
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@ = LOOP

Beweisskizze (Forts.)

1.b. LOOP ist abgeschlossen unter Komposition von Funktionen
Gegeben
f:NF =N mit f(n) = h(gi(n),...,g,(n))

— Pp, berechnet h
— Py iberechnetg; (1 <i<r)

Dann wird f berechnet von dem LOOP-Programm
P;J;...;P;?,; P;,

Dabei unterscheiden sich P;, von P, und Py ; von Py ; durch geeignete
Umbenennung von Registern und Umkopierung von Registerninhalten

B. Beckert — Theoretischen Informatik II: ¢ = LOOP WS 2007/08 138/159

© = LOOP

Beweisskizze (Forts.)

Dann wird f berechnet von dem LOOP-Programm

Xstore_m += Xk+13 // Anzahl Durchldufe

Xkt1 :=0; // Aktueller Wert von m
.

Pg,

loop Xstore m do
Py
X1 = X1 + 15

end;

Xstore m := 0

Dabei unterscheiden sich P}, von P, und Pé von Py durch geeignete
Umbenennung von Registern und Umkopierung von Registerninhalten
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@ = LOOP

2.LOOP C p

Gegeben ein LOOP-Programm P
— das Register xy, ..., x; benutzt
— m loop-Anweisungen hat

Wir konstruieren eine primitiv rekursive Funktion fp, die P ,simuliert”

fp(<n1,...,n,, h1,...,hm)):(nq,...,n;, h1,...,/’7m>
gdw.

P gestartet mit n; in x; terminiert mit n} in x; (1 <i<1/)

In h; ist ,gespeichert”, wie oft the j-te Schleife noch laufen muss
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© = LOOP

Beweisskizze

Konstruktion von fp
2a. P= xj = xj+1

fo(n) = {((N)1,...,(N)i=1, (N)i+1, (N)jx1,...)

2b. P= P1 ) P2

@ = LOOP

Beweisskizze

Die von P LOOP-berechnete Funktion g ist dann primitiv rekursiv, denn

g(n1,...,nk) = (fp(<n1,...,nk,0,0,0,...>))k+1

fo = fp, 0 fp,
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© = LOOP

Beweisskizze
2c. P= loop xj do Py end
Zur Initialisierung der Schleife (die j-te):
f1 (n) - <(n)1 gy (n)h (n)/+1 P (n)/+j*1 5 (n)i> (n)/+j+1 PR >

Schleife laufen lassen:

_fn falls (n);;; =0
fz(”)_{ fo, (B({...,(N)1sj—1,...))) sonst Y

Dann:

fp=rhof
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u-rekursive Funktionen
Teil 1l

p-Operator

Ist
g: N1 N (k >0)
p-rekursiv,
dann ist auch f:NF SN mit
o falls g(n,ip) =0
0 u-rekursive Funktionen ) = uilaln.i) =0) — und fir 0 < j < ip:
(n) = wilg(m) =0) g(n.j) def. u. g(n.j) 0
undef sonst
p-rekursiv
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u-rekursive Funktionen

p-Operator

Schreibweise ohne Argumente:

f = ug
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