Vorlesung
Theoretische Informatik Il

Bernhard Beckert
Institut fur Informatik

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Wintersemester 2007/2008

B. Beckert — Theoretischen Informatik II: WS 2007/08 1/231

NP

Theorem 15.9 (Charakterisierung von NP)

Eine Sprache L is in NP genau dann wenn es eine Sprache L' in P und ein
k > 0 gibt, so das fir alle w € X gilt:

wE L gdw. esgibteinc: (w,c) € L' und|c| < |w|".

¢ wird Zeuge (witness oder Zertifikat/certificate) von w in L genannt. Eine
DTM, die die Sprache L' akzeptiert, wird Priifer (verifier) von L genannt.

Ein Entscheidungsproblem ist in NP genau dann wenn jede Ja-Instanz ein
kurzes Zertifikat hat (d.h. seine Lange polynomial in der Lange der Eingabe
ist), welche in polynomial-Zeit verifiziert werden kann.
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Teil VI

e Wiederholung: Vollsténdige und harte Probleme
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Volistandige und harte Probleme

Definition 16.1 (NP-vollstdndig, NP-hart)

@ Eine Sprache L hei3t NP-hart (NP-schwer) wenn
jede Sprache L’ € NP polynomial-zeit-reduzibel auf L ist.
@ Eine Sprache L heif3t NP-volistéandig wenn sie

@ inNPist (L € NP), und
© NP-hart ist

Definition 16.2 (PSPACE-volistandig, PSPACE-hart)

@ Eine Sprache L hei3t PSPACE-hart (PSPACE-schwer) wenn
jede Sprache L’ € PSPACE polynomial-zeit-reduzibel auf L ist.
@ Eine Sprache L hei3t PSPACE-vollstéandig wenn sie

@ in PSPACE ist (L € PSPACE) und
© PSPACE-hart ist
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Vollstandige und harte Probleme

Wie zeigt man NP-Vollstandigkeit?

Um zu zeigen, dass eine Sprache L NP-vollstédndig ist:

Finde bekanntermaBen NP-vollstéandige Sprache L’ und reduzieren sie auf L:
L'=<L
Das genligt, da jede Sprache aus NP auf L’ reduzierbar ist und wegen L' < L

dann auch auf L.

HierfOr haufig verwendet:
SAT-Problem, d.h.

L' = Legt = {w | wist eine erflllbare aussagenlogische Formel}
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Volistandige und harte Probleme

Bemerkenswert

@ Wenn gezeigt werden kann, dafl3 auch nur ein einziges NP-hartes
Problem in P liegt, dann ist P = NP.

@ Wenn P # NP gilt, dann ist kein einziges NP-vollstédndiges Problem in
polynomieller Zeit I6sbar.

Eine Million Euro fiir den, der das ,,P = NP“-Problem |ost!
(Millenium Probleme)
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Satz von Cook

Stephen A. Cook * 1939

@ Informatik-Professor and der Universitat Toronto |

@ 1971: ,Das Erfullbarkeitsproblem der
Aussagenlogik (SAT) ist NP-vollstandig®

@ Turing-Preistrager
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Abgschlossenheit der Komplexitatsklassen

P, PSPACE abgeschlossen unter Komplement

Alle Komplexitéatsklassen, die mittels deterministischer Turing-Maschinen
definiert sind, sind abgeschlossen unter Komplement-Bildung

Denn:
Wenn eine Sprache L dazu gehért, dann auch ihr Komplement
(einfach die alte Maschine ausfihren und die Ausgabe invertieren).
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Die Kompexitatsklasse co-NP

Definition 16.3 (co-NP)

co-NP ist die Klasse dr Sprachen deren Komplemente in NP liegen:

co-NP = {L | L€ NP}
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Abgschlossenheit der Komplexitatsklassen

Abgeschlossenheit von NP unter Komplement

Frage:
Ist NP abgeschlossen unter Komplementbildung?

Antwort:
Keiner weiB3 es!
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Beziehungen zwischen Komplexitatsklassen

Die folgenden Beziehungen sind momentan noch unbekannt

Q@ P2NP.

© NP 2 co-NP.
© P 2PSPACE.
© NP 2PSPACE.

218/231
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Teil VI

e Beispiele
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NP-vollstandige Probleme

Definition 17.2 (Hamilton Circle)

Hamilton-Kreis:
Weg entlang der Kanten in einem Graphen, der jeden Knoten genau einmal
besucht

LHam,.q,: Die Sprache, die aus allen ungerichteten Graphen besteht, in
denen es einen Hamilton-Kreis gibt.

Lnamg;,: Die Sprache, die aus allen gerichteten Graphen besteht, in

NP-volistandige Probleme

Beispiel 17.1 (NP volistandige Probleme)

@ Ist ein (un-) gerichteter Graph hamiltonsch? (Hamiltonian circle)

@ Ist eine logische Formel erfillbar? (Satisfiability)

@ Gibt es in einem Graphen eine Clique der GréBe k? (Clique of size k)
@ Ist ein Graph mit drei Farben zu farben? (3-colorability)

°

Gibt es in einer Menge von ganzen Zahlen eine Teilmenge mit der
Gesamtsumme x? (Subset Sum)

Rucksackproblem (knapsack)

Multiprozessor-Scheduling

denen es einen Hamilton-Kreis gibt.
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NP-vollstandige Probleme

Definition 17.3 (Maximale Clique: Lciique,)

Eine Clique in einem Graphen ist ein vollstandiger Teilgraph von G.

Fur k e N:

Leciique, Die Sprache, die aus allen ungerichteten Graphen besteht, die
eine Clique der GroBe k enthalten.
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NP-vollstandige Probleme NP-vollstandige Probleme

Definition 17.5 (SAT, k-CNF, k-DNF)

Definition 17.4 (k-colorability: Lcolor., ) DNF: Eine Formelist in disjunktiver Normalform, wenn sie von

Ein (ungerichteter) Graph heiBt k-farbbar, falls jeder Knoten mit einer von k folgender Form ist:
Farben so gefarbt werden kann, daf3 benachbarte Knoten verschiedene

Earben haben. (A AN )V o N (It Ao AN,

Fir k € N: CNF: Eine Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie von

Lcolor, Die Sprache, die aus allen ungerichteten, mit héchstens k folgender Form ist:

Farben farbbaren Graphen besteht.

(h1 V.. NV )N At Voo oV )
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NP-volistandige Probleme NP-volistandige Probleme

Theorem 17.6 (NP-vollstandige Probleme)

Die folgenden Probleme liegen in NP und sind NP-vollstdndig:

P @ Loz
Definition (Fortsetzung)
@ CNF
k-DNF: Eine Formel ist in k-DNF wenn sie in DNF ist und jede ihrer o k-CNF firk >3
Konjuntionen genau k Literale hat.
k-CNF: Eine Formel ist in k-CNF wenn sie in CNF ist und jede ihrer .
Disjunktion genau k Literale hat. Theorem 17.7 (Probleme in P)
Die folgenden Probleme liegen in P:
@ DNF
@ Kk-DNF fiir alle k
@ 2-CNF
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NP-volistiandige Probleme

Definition 17.8 (Rucksackproblem (knapsack))

Ein Rucksackproblem besteht aus
@ n Objekten mit Gewichten gy, ..., g, und Nutzwerten ay, ..., a,
@ einem Gewichtsmaximum G

@ einem Nutzwertminimum A

Das Rucksackproblem ist I6sbar, wenn es eine Teilmenge der gegebenen
Objekte gibt, deren Gewicht nicht gréBer als G und deren Nutzen nicht kleiner
als Aist.

Lgp Die Sprache, die aus allen I6sbaren Rucksackproblemen
besteht.

B. Beckert — Theoretischen Informatik II: Beispiele WS 2007/08 229 /231

NP-vollstandige Probleme

Beispiel 17.10 (CNF-SAT <0 Clique_;)

Gegeben eine Instanz von CNF
(eine Konjunktion von Klauseln C; A Co A ... A Cy)
Wir konstruieren daraus einen Graphen:
Knoten: die Paare (x, i), so dass x ein Literal ist, dass in der Klausel C;
vorkommt.
Kanten: Es gibt eine Kante zwischen (x, i) und (y,j) falls:

(1) i # j, und
(2) x, y sind nicht komplementar.

Es qilt dann:
Die CNF-Formel ist erfiillbar genau dann,

NP-volistiandige Probleme

Definition 17.9 (Multiprozessor-Scheduling-Problem)

Ein Scheduling-Problem besteht aus
@ n Prozesse mit Laufzeiten t,...,t,
@ m Prozessoren
@ eine Maximallaufzeit (Deadline) D

Das Schedulinig-Problem ist I6sbar, wenn es eine Verteilung der Prozesse auf
die Prozessoren gibt, so dass alle Prozesse beendet sind bevor D vergangen
ist.

Lschedule Die Sprache, die aus allen I6sbaren Scheduling-Problemen
besteht.

wenn der zugeordnete Graph eine Clique der GroBe k hat.
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