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1 Primitiv rekursive Funktionen 1

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind:

1. fac : IN0 → IN0 mit fac(n) = n!

2. odd : IN0 → IN0 mit odd(x) =

{

1, x ungerade
0 sonst

Dabei dürfen Sie die Multiplikation als primitiv rekursiv voraussetzen.

Lösung:

1. Mit dem primitiven Rekursionsschema:

fac(0) = 1 = (+1)(0())
fac(m + 1) = (m + 1) · fac(m) = (+1)(π2

1
(m, fac(m))) · π2

2
(m, fac(m))

Damit: fac = PR[(+1) ◦ 0, ∗ ◦ (((+1) ◦ π2

1
), π2

2
)]

2. Mit dem primitiven Rekursionsschema:

odd(0) = 0 = 0()
odd(m + 1) = 1

.
− odd(m) = c2

1
(m, odd(m))

.
− π2

2
(m, odd(m))

Damit: odd = PR[0,
.
− ◦(c2

1
, π2

2
)]

Dabei können
.
−: IN

2

0
→ IN0 und

.
− 1 : IN0 → IN0 wie folgt dargestellt werden:

n
.
− 0 = n = π1

1
(n)

n
.
− (m + 1) = n

.
− m

.
− 1 = π3

3
(n, m, n

.
− m)

.
− 1

0
.
− 1 = 0 = 0()

m + 1
.
− 1 = m = π2

1
(m, m

.
− 1)

Damit:
.
−= PR[π1

1
, (

.
− 1)◦π3

3
] und

.
− 1 = PR[0, π2

1
] (s. Vorlesung vom 13. 11. 2007).

ck

s
: siehe Lösung von Aufgabe 2.
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2 Primitiv rekursive Funktionen 2

Was berechnen die folgenden Funktionen?

1. f = + ◦ (∗ ◦ (c2

20
, π2

1
), π2

2
)

2. g = PR[c1

1
, ∗ ◦ (π3

1
, π3

3
)] ◦ (( .

− 1) ◦ π2

1
, π2

2
)

Dabei sei für alle s, k ∈ IN0 und ~n ∈ IN
k

0
definiert: ck

s
(~n) = s

◦ sei wie in der Vorlesung definiert, also: (f ◦ g)(~n) = f(g(~n))

Lösung:

Zunächst (kein Bestandteil der eigentlichen Lösung!) der Beweis, dass ck

s
primitiv

rekursiv ist:

Fall 1: k > 1: ck

s
(n1, . . . , nk) = c1

s
(πk

1
(n1, . . . , nk))

Damit: ck

s
= c1

s
◦ πk

1
für k > 1.

Fall 2: k = 1:

c1

s
(0) = s = c0

s
()

c1

s
(m + 1) = s = π2

2
(m, c1

s
(m))

Damit: c1

s
= PR[c0

s
, π2

2
]

Fall 3: k = 0: c0

s
= (+1) ◦ · · · ◦ (+1)

︸ ︷︷ ︸

s

◦ 0

Jetzt die eigentliche Lösung:

1. Für f : IN
2

0
→ IN0 gilt:

f(n, m) = c2

20
(n, m) · π2

1
(n, m) + π2

2
(n, m) = 20n + m

2. Für g : IN
2

0
→ IN0 gilt:

g(n, m) = h(π2

1
(n, m)

.
− 1, π2

2
(n, m)) = h(n

.
− 1, m)

mit:

h(n, 0) = c1

1
(n) = 1

h(n, m + 1) = π3

1
(n, m, h(n, m)) · π3

3
(n, m, h(n, m)) = n · h(n, m)

Damit gilt für m ≥ 1:

h(n, m) = n · h(n, m − 1) = · · · = n · n · · · · · n
︸ ︷︷ ︸

m

·h(n, 0) = nm
· 1 = nm

Außerdem ist h(n, 0) = 1 = n0.

Folglich gilt: g(n, m) = h(n .
− 1, m) = (n .

− 1)m
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