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1 Primitiv rekursive Funktionen 1

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind:
1. fac : Ny — INg mit fac(n) = n!

1, x ungerade

2. odd : Ny — Ny mit odd(x) = { 0 sonst

Dabei diirfen Sie die Multiplikation als primitiv rekursiv voraussetzen.

Loésung:
1. Mit dem primitiven Rekursionsschema:

fac(0) = 1 = (+1)(0())
fac(m +1) = (m+1)-fac(m) = (+1)(x?

Damit: fac = PR[(+1) 0 0, % o (((+1) o w}), 73)]
2. Mit dem primitiven Rekursionsschema:

odd(0) = 0 = 0()
odd(m+1) = 1= odd(m) c(m,odd(m)) = 75(m, odd(m))

Damit: odd = PRI0, = o(c?, 73)]

Dabei kénnen —: IN; — INg und ~ 1 : Ny — Ny wie folgt dargestellt werden:

n-=-0 = n = 7i(n)

n-(m+1) = n-m=1 = 7w3(n,mn-m) =1
01 - 0 = 0()

m+1-1 = m = 7w2(m,m = 1)

Damit: —~= PR[n}, (= 1)oms] und ~ 1 = PRI0, 7}] (s. Vorlesung vom 13. 11. 2007).

k

c: siehe Losung von Aufgabe 2.



2 Primitiv rekursive Funktionen 2
Was berechnen die folgenden Funktionen?

L f=+o(xo(ch,mi),73)

2. g =PRey, o (7}, 73)] o (= 1) o}, 73)

Dabei sei fiir alle s,k € Ng und 7 € INE definiert: ¢#(77) = s
o sei wie in der Vorlesung definiert, also: (f o ¢)(77) = f(g(7))

Lo6sung:

Zunichst (kein Bestandteil der eigentlichen Losung!) der Beweis, dass ¢* primitiv
rekursiv ist:

Fall 1: k> 1: cf(ny,...,ng) = cl(nf(ng,...,np))
Damit: ¢* = cl o7} fiir k > 1.

Fall 2: k= 1:

Damit: ¢! = PR[c?, 73]

Fall 3: k=0: ¢ =(+1)o---0(+1)00

s

Jetzt die eigentliche Losung:
1. Fiir f: N3 — INg gilt:

f(na m) = C%O(nv m) ’ W%(TL, m) + W%(TL, m) = 20n +m

2. Fiir g : N2 — N, gilt:
g(n,m) = h(n?(n,m) = 1,73(n,m)) = h(n = 1,m)
mit:

h(n,O) - C%(n) = 1
h(n,m+1) = n3(n,m,h(n,m))-73(n,m,h(n,m)) = n-h(n,m)

Damit gilt fiir m > 1:
h(n,m)=n-h(nm—-1)=---=n-n----- n-h(n,0) =n"-1=n

AuBerdem ist h(n,0) =1 = nP.
Folglich gilt: g(n,m) = h(n = 1,m) = (n = 1)™



