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1 Primitiv rekursive Funktionen

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind:

o ) oz x>y

1. max : Nj — Ny mit max(z,y) = { y  sonst
N2 L _Jr+ly=0
2. div : Ng — Ny mit div(z,y) = { L%J sonst

x, y=20

N2 i =

Dabei gilt fiir alle x € R: |z| := max{y € Z|y < z} (,floor x*)
Sie diirfen alle Funktionen verwenden, von denen in der Vorlesung oder auf einem Aufga-
benblatt schon bewiesen wurde, dass sie primitiv rekursiv sind.

Lo6sung:
In [Erk und Priese, 2000, S. 260] wird der beschrinkte j1-Operator wie folgt definiert:
0<imo<m

fiemi(g(7, 1) = 0) :== 0, falls g(,5) £ 0 ¥j mit 0 < j < m oder
m=20

Wenn die Funktion g : IN/S+1 — INg primitiv rekursiv ist, dann auch f : |ng+1 — INg mit
f(it,m) = piemi(g(7, i) = 0) (Beweis ebenfalls in [Erk und Priese, 2000, S. 260]).
Folglich kann der beschriankte p-Operator fiir die Losungen verwendet werden.

max max ist mittels Fallunterscheidung definiert und daher primitiv rekursiv:

2
72 (x,y), falls (z<y)=0
max(z, y) = { m3(z,y), falls (z>y) =0

Damit: max(z,y) = 73 (z,y) - not(z < y) + 73 (x,y) - not(z > y)

Damit: max = + o (x o (77, not o <), x o (73, not o >))



Es bleibt noch zu zeigen, dass not, < und > primitiv rekursiv sind:

not(z) = 1~ = cl(x) ~z

(r>y) = (z=y#0) = not(not(x = y))
(r<y) = (W>2) = (ry) >7i(2,y))
(z>y) = not(z <y)

In der Losung zu Blatt 3 wurde bewiesen, dass ¥ primitiv rekursiv ist.

Eine deutlich kiirzere Losung stammt von Viktor Seib:
2

max(z,y) =y + (z = y) = m(z,y) + (¢ = y)
Damit: max = + o (73, =)
div Fir y # 0 gilt:
div(z,y) = [;] =min{i € No[ (i + 1) -y >z} =min{i <z + 1|z <(i+1) -y} =
min{i <z+1[(x>(G+1)-y)=0}

Nach Definition des beschréankten p-Operators brauchen wir die Schranke m als
zusétzliches letztes Argument. Darum: Def. fi : N§ — Ny wie folgt:

e Fiir y # 0:

file,y,m) =min{i <m|(z = (+1)(i) - y) = 0} =
min {i < m|(m(z,y,i) = (+1)(73(z, y, i) - m3(2,y, 1)) = 0} =
Mi<mi((ﬂ-%(xay7 ) (+1)(7T ({L‘,y,Z)) ) Wg(l‘,y,i)) = 0)
o Fiiry=0: fi(z,y,m) =m = 73(z,y,m)
Damit:
fi(ym) = { picmi((m(2,y, 1) 2 (+1)(m5(2,y, 1)) - 75 (2, ,9)) = 0), falls (y=0)=0
' w3 (x,y,m), falls (y #0) =0
Damit:

filzym) = picmi((mi(z,y,49) = (+1)(75(2, y,9)) - 73(2, y, 7)) = 0) - not(y = 0)+
Wg(l‘, Y, m) ' IlOt(y 7£ O)

Als Kurzschreibweise konnen wir j;, einfithren (b fiir ,,beschréankt* oder ,,bounded*):
fi=-to (o (m(z o (rd o ((+1) o m, ), moto = o (. ),
* O (Wg,noto # 0 (WS,C%)))

Weiter: div(z,y) = fi(z,y,z + 1) = div = fi o (72,73, (+1) o 73)

Es bleibt noch zu zeigen, dass = und # primitiv rekursiv sind:

(x Ay) = not(not(z-y))
(x=y) = (@=yry=zz) = (x=yAmi(z,y)>7i(ry))
(x#y) = not(z=y)

mod Fiir y # 0 gilt:
mod(z,y) =z mod y = & = |£] -y = 7¥(z, y) - div(z,y) - 13(x, )

Diese Losung ist auch fiir y = 0 richtig.

Damit: mod = ~ o (W%, * O (diVﬂT%))
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