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1 Primitiv rekursive Funktionen

Die Funktion a : IN0 → IN0 sei wie folgt definiert:

a(0) = 1

a(1) = 2

a(2) = 4

∀n > 2 (a(n) = a(n − 1) + a(n − 2) − a(n − 3))

Beweisen Sie, dass a primitiv rekursiv ist.
Sie dürfen alle Funktionen verwenden, von denen in der Vorlesung oder auf einem Aufga-
benblatt schon bewiesen wurde, dass sie primitiv rekursiv sind.
Hinweis: Verwenden Sie die Idee, die in der Übung am 28. 11. für fib (die Folge der
Fibonacci-Zahlen) gezeigt wurde.

Lösung:

Die Hilfsfunktion at : IN0 → IN0 liefert die Gödelisierung eines Zahlentripels:

at(n) =

{

〈1, 2, 4〉, falls n = 2
〈(at(n − 1))2, (at(n − 1))3, (at(n − 1))3 + (at(n − 1))2 − (at(n − 1))1〉, falls n > 2

at(n) liefert 〈a(n−2), a(n−1), a(n)〉. at könnte durch beliebige Definitionen für n = 0 und
n = 1 total gemacht werden und wäre dann primitiv rekursiv. Damit ist auch a primitiv
rekursiv:

a(n) =











1, falls n = 0
2, falls n = 1
(at(n))3 sonst

2 µ-rekursive Funktionen 1

Beweisen Sie, dass die Funktion log : IN
2

0 → IN0 mit log(x, y) = ⌊log
x
y⌋ µ-rekursiv ist.

Sie dürfen alle Funktionen verwenden, von denen in der Vorlesung oder auf einem Aufga-
benblatt schon bewiesen wurde, dass sie µ-rekursiv sind.
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Lösung:

Wegen der Definitionslücken des Logarithmus gilt Folgendes:

log(x, y) =

{

⌊logx y⌋, falls x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ y 6= 0
undef , falls x = 0 ∨ x = 1 ∨ y = 0

Für x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ y 6= 0 gilt:

log(x, y) = ⌊logx y⌋ = min {i | xi+1 > y} = µi((xi+1 ≤ y) = 0)

Damit ergibt sich insgesamt:

log(x, y) =

{

µi((xi+1 ≤ y) = 0), falls x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ y 6= 0
undef , falls x = 0 ∨ x = 1 ∨ y = 0

3 µ-rekursive Funktionen 2

Welche Funktion f berechnet µc2
1?

Lösung:

f = µc2
1 bedeutet: f(~n) = µi(c2

1(~n, i) = 0) für alle ~n ∈ IN
k

0. Damit ist klar, dass k = 1.
Außerdem gilt c2

1(n, i) = 1 6= 0 für alle n, i ∈ IN0. Damit gilt für f : IN0 → IN0:

∀n ∈ IN0 (f(n) = undef)
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